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宁 书 介绍 了 伊 芒 型 随机 微分 方程 的 起 球 。 东 本 理论 千 
应 用 .全书 分 两 大 部 分 。 MRA REA, 也 括 前 
七 章 ， 其 中 第 一 ,二 章 叙 述 鬼 率 论 基 础 知识 ,布衣 运动 ， 第 
=O SUR FE SL, eT 
随机 过 程 与 扩散 过 程 、 殖 机 微分 方程 与 伪 微 分 方程 之 间 的 
联系 ， 此 外 还 叙述 本 随机 微分 方程 的 解 胸 物 定 性 。 BALE 
FREARS DEURE, RAMS aS 
靶 ， 第 二 部 分 是 应 用 篇 ， 包 揪 后 三 章 。 BHEART 
随 视 微分 方程 在 化 学 反应 中 的 扩散 过 程 、 品 体 中 欧 原 子 迁 
移 等 洲 面 的 应 用 。 第 大 章 讨论 了 滤波 理论 及 其 在 通信 系统 
中 的 应 用 。 第 十 音信 名 了 绝 典 力学 与 偏 微分 方程 中 的 有 关 
RM. - 

本 书 可 作为 大 专 院 校 应 用 数学 .控制 论 、 现 代 递 信 、 E 
物 物 理 等 专业 的 高 年 级 学 生 , 研 究 生 的 选修 课 教材 , 也 可 供 
有 关 领 域 中 的 研究 人 员 、 科 技工 作者 ,大专 院 校 教师 月 学 贿 
F. 





nRa- NAAR. BPR F 1961 年 首 
次 发 表 论 随 机 微分 方程 "是 一 文 以 来 ， 得 到 了 广大 理论 科学 
工作 者 和 实际 应 用 科 按 入 员 的 重视 ， 特 别提 十 年 来 已 发 展 成 为 
概率 论 中 一 个 重要 分 支 。 由 于 其 理论 严 遵 , BARF, ERAN 
EFT, EE, 推广 和 应 用 这 门 学 科 时 受到 了 一 定 的 限制 。 当 
前 ， 由 于 随机 繁 分 方程 已 飞速 .广泛 地 渗透 于 自然 科学 ,工程 技 
术 的 很 多 领域 中 ,例如 分 子 物理 学 .原子 物理 学 ,化 学 动力 学 、 辕 
森 扩 获 、 结 构 稳 定性 和 群体 泪 传 学 等 多 个 方面 , 故而 近年 来 , 已 
有 多 种 专业 书籍 相继 问世 ， 该 书 采用 胡 措 摄 动 方法 素 研 究 首 次 
通过 问题 , 阐述 伊 功 公 式 的 应 用 、 随 机 微分 方程 的 渐 近 分 析 以 及 
在 许多 领域 中 的 应 用 。 由 于 该 书 内 容 深 入 小 出 , 推导 精练 , 故而 
更 易 被 广大 科技 工作 者 、 高 等 院 校 师 生 团 快 地 掌握 和 运用 。 我 
们 翻译 这 本 蔬 的 目的 在 于 向 国内 对 这 一 领域 有 兴趣 的 读者 介绍 
随机 微分 方程 的 主要 内 容 。 对 于 通晓 这 一 领域 的 专业 工作 者 ， 
该 毛孔 可 以 作为 应 用 的 参考 书 .， 书 末 附 有 索引 和 96 篇 参考 文 
献 ， 可 供 查 阅 ， 穿 播 在 不 同 章节 中 的 218 个 习题 在 阅读 时 应 巴 
以 重视 ,因为 有 些 寻 题 的 推 着 方法 和 结论 贯 囊 于 全 书 内 容 中 , 有 
此 习题 的 结果 则 是 有 关 文 献 的 成 果 ， 

本 书 第 一 .二 ,三 ,四 章 帕 上海 科学 按 术 大 学 刘 永 才 锈 译 ,第 
五 .六 、 七 章 由 盐城 师范 专科 学 校 按 士 崇 翻译 , 前 言 、 第 从、 九 、 十 


LH] On stochastic differential equations, Momoirs Amer. Math. Soc. 
No. 4 (1961) 译 者 注 
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ERR h E 651 RHE, 其 中 第 八 、 九 童 的 翻译 得 到 
Tat, FERRIER TER, 时 后 出 刘 了 永 才 统 稿 . 全 
书 册 中 国 科学 喀 应 用 数学 研究 所 王 寿 仁 同 志 校 对 。 对 原 书 中 的 
WER, RNA ME, PTH ARR, FERRARA 
R 尚 有 不 完 次 之 处 , 望 广大 读者 提出 宝贵 意见 
” 译 者 
1984.6 FEI 


BY 言 

本 书 的 目的 是 为 了 阐明 颁 划 (Ti6) 型 随机 微分 方程 的 起 源 、 
理论 及 其 应 用 ， 所 谓 伊 藤 型 随机 微分 方程 就 是 指 带 有 自 咯 声 药 
PAD TE, 本 书 给 出 了 它 的 基本 理论 以 及 广阔 的 应 用 范围 ， 本 
书 的 主题 是 用 现代 琳 异 摄 动 方 法 来 研究 首次 通 坟 问题 ， 以 及 它 
在 科学 的 各 个 领域 中 的 作用 .因此 , 本 书 对 于 那些 精通 于 经 典 
分 析 而 在 现代 概率 论 和 测度 论 方面 感到 欠缺 的 应 用 数学 工作 
者 .物理 学 家 .化 学 家 和 工程 师 们 来 说 是 非常 适用 的 。 本 书 的 预 
备 知识 基 高 等 微 积分 . 常 微 秃 方 程 和 偏 微 分 方程 的 基本 理论 , 当 
然 也 应 具备 初等 概率 论 的 基础 知识 ， 从 事 概 率 论 研 究 的 专家 将 
会 发 现 ,本 书 中 关于 计算 首次 通过 时 间 、 转 移 概 率 和 离 出 概率 以 
及 其 他 -- 些 有 趣 的 量 方 面 有 一 些 新 前 分 析 方法 .本 书 特 别 强调 
在 许多 科学 领域 内 的 现 稼 用 随机 微分 方程 去 建立 模型 ， 例 如 化 
PAA BTR. Wee WAP ae a ee ER A 
型 . 
BABA SAY TPMT HM 的 数学 理论 以 
来 ,在 各 种 不 同 的 领域 内 ,如 分 子 物 理学 .原子 物理 学 .化 学 动力 
学 . 国 态 理论 .结构 稳定 性 、 群体 让 传 学 、 通 舱 以 及 自然 科学 . 社 
会 科学 和 工程 的 许多 其 他 分 支 中 开展 了 应 用 这 一 起 论 的 科学 研 
”这 ， 在 镀 机 微分 方程 理论 研究 的 早期 阶段 , 爱 因 斯 坦 . 斯 莫 路 苏 
HE (Smoluchowski) B92 A CLangevin) es Ja(Ornstein) | 
H fe Wt Fé (Uhlenbeck) AFH (Kramers) AMT HS A 
BAM LE, we Teas A E A OE BE EK (Chandrasekhar) 
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1948 EWER P, VECO ALADK, 随机 微分 方程 的 数学 更 
论 大 大 地 发 展 了 , 一 些 非 常 严谨 的 教科 书 相继 问世 , 数学 研究 人 
员 在 这 一 领域 中 发 现 了 一 此 极其 重要 的 结果 ， 尤 其 突出 的 是 导 
出 了 关于 首次 通过 时 间 秋 离 出 分 布 的 方 种 ， 随 着 伊 茧 和 斯 特 拉 
陪 诺 维 奇 (Stratonovich) 微 积 分 概念 的 引入 ， 贿 机 微分 方程 的 
更 论 更 向 纪 深 发 稻 。 不 举 前 是 ,; 油 于 数学 理论 与 问题 的 起 源 之 
Pel WPA Py P AIR, 从 而 使 得 物理 学 家 ,化 学 家 和 工程 师 从 对 于， 
现代 指数 学 技 瑟 显 得 生 朴 了 ， 而 数学 这 们 对 于 理论 的 起源 和 应 ， 
用 显得 生疏 了 .出 于 这 一 -理论 的 复杂 性 和 数学 的 严密 性 2 吾 无 
法 对 非 专 业 人 员 人 编写 这 类 数学 教科 书 ， 本 书 的 目的 就 是 试图 
补 这 一 清 淘 。 

第 一 章 和 第 二 RR HS HAE SOULS IREN K A, 
第 三 章 的 二 部 分 是 伊藤 、 斯 特 拉 脱 诺 维 奇 积分 学 和 微分 学 的 更 
HCE], WR ABE — 2b SEE BOR OT R E E 
FRABS WSR, ER — Uk OU BE AR IN oe Be TT 
HER. BSR RSR, TARMA 
AB. SEPM AMP, Bee THES 
随机 微分 方程 理论 的 经 典 应 用 ， 特 别 在 习题 中 包括 了 爱 因 斯 坦 
和 斯 莫 路 苏 斯 基 扩 散 理 论 及 其 应 用 ， 第 四 章 一 方面 建立 了 马尔 
可 夫 (Markov) 过 程 与 扩散 过 程 之 间 的 联系 ， 另 一 方面 还 建立 
了 马尔 可 兴 过 程 与 随机 微分 方程 解 之 间 的 联系 ; CARAT 
随机 微分 方程 和 偏 微 分 方程 之 间 : 的 关系 ， 推 导出 了 福 克 尔 
(Fokker)—#¢88 (Planck), PRENER (Kolmogorov). #8 
H Dynkin) AAE (Feynman) AEM (Kac) 的 基本 方程 并 对 
其 边界 状态 进行 了 讨论 ， ROR, BTS ARS 


[ 注 ] 党 书 拒 这 部 分 内 容 归 纳 让 第 二 章 中 ， 而 这 些 内 容 是 在 第 三 章 一 一 泽 者 
注 . . 
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Fy EAL BOR RAT, AN AY ER A 
Le. 第 六 章 是 随机 微分 方程 的 名 近 理 论 以 及 它 在 统计 力学 、 
输 运 理论 和 数学 遗传 学 中 的 应 用 .第 七 章 中 运用 了 新 的 方法 来 
处 理由 斯 莫 路 苏 斯 基 - 克 拉美 理论 提出 的 奇异 摄 动 问题 , 这 个 新 
方法 是 由 马 特 库 斯 基 (Matkowsky) 和 我 本 人 提出 的 。 第 八 章 
是 随机 微分 方程 理论 的 物理 应 用 , 给 出 了 化 学 反应 ,扩散 和 离子 
晶体 中 传导 性 前 数学 模型 ， 第 九 章 主要 讲 了 状态 空间 中 滤波 理 
论 的 要 点 ,阐明 了 首次 通过 时 间 的 作用 . 最 后 ,第 干 音 包括 了 气 
体 分 子 运动 论 的 斯 莫 路 苏 斯 基 理 论 ， 同 时 对 经 典 力学 以 及 偏 微 
分 方程 理论 中 的 一 些 基 本 概念 作 了 简短 的 回顾 。 用 统一 的 数学 
处 理 ， 许 多 问题 化 为 通过 解 偏 微分 方程 的 奇异 摄 动 边 信 问题 来 
确定 首次 高 出 时 间 的 期 望 ， 本 书 中 所 提出 的 奇异 摄 动 方法 可 以 
导出 有 意义 的 概率 量 和 由 此 得 思 物 理 量 的 明显 表达 ， 如 阿尔 海 
纳 斯 (Arrhenius) 定律 中 的 位 阻 因素 。 宪 级 化 学 反应 中 的 反应 
ER, A RD PE SK a, 离子 曲 眉 中 的 导电 性 、 调 大 
滤波 器 中 的 “ 卡 拱 "噪声 等 ， 我 希望 本 书 能 提供 给 科学 工作 者 一 
种 新 轿 的 数学 工具 ， 并 且 使 得 数学 工作 者 对 于 随机 微分 方程 理 
论 在 科学 中 所 起 的 作用 有 更 深入 的 了 解 ， 从 而 能 使 随机 微分 方 
徇 的 数学 理论 与 自然 科学 之 间 的 差距 得 以 弥补 , 
CU FES.) 
FA El h Ri 
1980 年 
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第 一 章 “概率 论 复 习 
LI 事件 和 样本 空间 


考 周 一 要 均 匀 硬 币 抛 按 三 次 的 试验 ， 该 试验 的 可 能 结果 是 
HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH $ TET, 其 
HHERER, TERAN. 试验 的 每 一 可 能 结果 称 为 正本 之 
件 ， 这 样 , 在 一 要 硬币 注 据 三 次 的 试验 中 有 八 个 基本 事件 ,' 宽 
复杂 的 事 性 可 以 表示 为 基本 事件 的 集合 。 这 样 , TE TREY 
试验 中 , 事件 ' 绩 次 或 更 多 次 正面 朝 上 ”， 它 由 基本 事件 HH, 
HHT, HTH, THH 组 成 ， Sep DER, 即 

D-{HHH, HAT, HTH, THA}, 
一 个 试验 的 所 有 基本 事件 组 成 的 集 谷 ORAS, 每 一 基 
AME oom, Hy OTR, 对 直面 考虑 的 特定 例 
PE 

0={HHH, HHT, HTH, THH, TTH, 

THT, HTT; TTI}, . 
REDEN, 读 为 “w 是 愉 申 的 一 个 点 (或 从 DTH”. 
基本 事件 组 成 的 任 一 事件 AB OW TTR. BBL 不 可能 
件 外 即 不 包含 基本 事件 的 事件 称 为 空 集 ， 令 4 狂 召 是 身 中 的 
事件 ,如果 4 的 每 一 元 素 也 是 卫 的 元 素 , 称 4 是 B 的 子 集 , 记 
HACB, BR ACO, (CAM ACA, Hin, HTM 
中 ， 集 合 也 是 “至 少 有 一 次 正面 朝 上 ”的 集合 (事件 ) BTR, 
明确 地 说 ， 


{HHIT, HET, HTH, THE} =DE 
={HHH, THH, HTH, HHT, TTH, THF, HTT}, 
KQHHTTHAM BAY, DARREN HARA, 
即 如 果 ACB A BCA, AB HOMBRES (两 个 事 
AM BERBER, 者 示 它 们 没有 公共 元 素 。 这样， 在 醒 币 摧 
扼 试 验 中 ,“ 至 少 两 次 背面 朝 上 ”的 集合 FARA DERN 
集 , 但 是 ,集合 五 和 五 却 不 是 于 不 相交 韵 。 

WK, 样本 空间 包含 无 服 多 个 点 (基本 事件 )， 便 如 , 考虑 热 
平衡 中 由 几 个 质量 为 名 的 分 子 组 成 的 单 原子 气体 的 分 子 速度 的 
抽样 试验 。 令 vi= (ol, of, GGL, 2, -~, 2) 是 进行 试验 瞬 
间 的 分 子 速度 向 量 ， 假设 气体 是 理想 的 , WATARA TEI 
力 势 能 、 用 加 表示 气体 的 总 能 量 ， 有 


A 


其 中 | 一 vev, -Buu 由 于 假设 如 为 常数 ， 因 此 试验 的 


任意 结果 是 半径 为 (2H/m)W 的 On 维 球面 入 上 的 一 点 。 我 们 
可 以 认为 该 试验 的 样本 空间 就 是 球面 8 LHASA. H 
如 把 “Y; 的 第 一 分 量 满足 不 等 式 <u; <b" kK HE i AG, Se 
REGES EHRT, É 

给 定 样 本 空间 8 的 两 个 子 集 4 AB, AY BA QB 
个 子 集 , 它 的 元 素 或 属于 4 或 属于 BL PA AUBA AMB 
WA, B, REQ WTR HA RR RE {Aj}, j=], 2, 
oA 

A=A,U AU: lJ 


表示 其 元 素 宝 少 属于 集合 A, 中 一 个 的 集合 . BLL, WRB 
一 个 事件 AG 1, 2,，…) 发 生 , 审 件 4s 发 生 . 集合 A= (H 








PIA Ay SE. BBR, AU ASA, AUQ=2 Fil AUH- 
A, WHRACQ, BCA, WARA A-B EH A HIRERE B 
中 前 元 素 组 成 ， 集 合 A-BRY AM BME, RR ER 
Ba oe 
H—-D={HTT, THT, TTE}, 
即 E~D Bae KEMIE”, Mamk E ETD 
TRE, WE-DRE, RRA D-E=9, BR, 4-9=4A, 
A-A=-$flA~O=0, WHAM BBERHRRE, BA 
4 一 中 =4， 给 定 吕 的 子 集 的 有 限 或 无 限 序列 {4}, j=l, 2, 
= 用 
Am As Ast =f Ms 


表示 其 元 素 属 于 所 有 集合 A, j=1, 2 …， HES, BA AM 
MARARA Ay 的 交 ， 如 果 所 有 事件 4 j=l 2,… RE, 


NSE CAs 发 生 ， BR, ANA=A=ANQ, ANG=6 如 果 


ACB, RA ANB=A, XH, 在 硬币 执 搓 例子 中 END=D, 
BR, BTRAAMBERARMARMANB 9, WR 
ACR, 用 A me QA, 集合 如 称 为 4 在 O h ENED, 它 
包含 口中 那些 不 属于 4 的 所 有 元 素 ， 2#, 在 硬币 独 扩 例子 
Ht, 集合 DD 是 事件 “在 硬币 抛 剖 三 次 中 至 多 一 次 正面 彰 上 上”, 我 
们 有 





De= {TTT, TTH, THT, HTT}, . 
在 单 原子 气体 的 便于 中 ， 集合 @ 是 由 及 上 球 带 @ 外 的 所 有 点 
A 


习题 1.1.1 
Ci) Fuk TSHR ATARI 8. 


Gi) 台中 有 客 少 个 基本 事件 ? 
Gi) 旨 中 由 两 个 基本 事件 组 成 的 事件 有 多 少 ? 




















习题 1.1.% 


令 样本 空间 白 4% 个 基本 事件 组 成 . 
Ci) 恰 由 分 中 加 个 基本 率 件 组 成 的 事件 的 数目 是 多 少 ? 
GD 如 中 所 有 事件 的 数目 是 多 少 ? 








RH 1.1.3 


在 家 庭 调 查 的 随机 抽样 中 , 如 果 被 抽样 的 家 庭 只 有 一 个 孩子 , 则 说 事 
忻 4 发生, 如 果 家 庭 中 至 少 有 一 个 孩子 , 则 说 事件 Bat, BMRA 
REMETITA. 问 基 本 事件 是 什么 ? 将 事件 4 A BRAS 
HRS AUB, A, BY, B-AMA-B, 





3M 1.1.4 


RAFAH, SB AM EAE A A~fe<v<b}, Bo 
foxtj<d}, FULM Rae AUB, ANB MCA-B)UB~ A), 


YA 1.1.6 


证 明 德 :摩根 (de Morgan) 定律 : (AUB =A n BY, (AN B= 
AUB, 


1.2 概率 测度 


在 一 枚 均匀 硬币 狗 掷 三 次 的 试验 中 ， 对 于 八 个 可 能 结果 中 
的 每 一 个 直观 地 赋予 概率 十， 因为 它们 机 会 均等 。 对 于 事件 
DRTE I 因为 它 包含 9 中 所 有 可 能 事件 的 一 半 。 显然， 


» 4 » 





对 于 不 可 能 事件 及 赋予 概率 0, 对 于 必然 事件 ORF RL, 为 
了 给 出 直观 的 概率 概念 的 精确 数学 定义 ,我 们 引进 公理 率 统 , E 
能 刻 旭 我 们 希望 机 案 所 具备 的 基本 性 丘 ， 首 先 找 述 由 随机 束 件 
构成 的 集 人 台 罗 ， 而 概率 测度 则 定义 在 SL, Z ATRE Q H 
TR, 2 有 下 列 性 质 ， 

(1) @ES, 

(ii) WRACH, BEA, MA A-BES, 
GD 如 果 ALEF, j=l, 2, |, 是 多 的 一 个 元 剧 序 列 ， 
那么 DAEZ, 
特别 随机 宁 件 的 补 和 交 是 随机 事件 ， 概率 测度 卫 (*) 是 定义 在 
随机 事件 构成 的 集合 F 上 的 函数 , 它 满足 下 列 公理 
会 理 1 MP SR Aw TK PA), 它 满足 
不 等 式 
0<P(A) <1, 

公理 % P(aQ)~1, 

公理 3 如 果 好 EE 多, j-1, 3,…, 是 互 不 相交 事件 的 有 限 
或 无 限 序列 , 即 如 果 ij, ANA =p, 那么 

PAJ) = 之 P(A). 
为 了 说 明 这 些 公理 , AS BA R= ik RF 
本 空间 内 八 个 基本 事件 组 成 ,多 由 吕 的 所 有 子 集 组 成 ， 容 易 看 
HERO ~GDRBE, WTS 申 每 一 随机 事件 ， 冉 予 概率 
int: 
paad PTARH _ 


ARBRE, 在 这 种 情况 下 , 公理 1~3 者 满足， 在 单 原子 气体 运 
动 的 例子 中 ,基本 事件 与 半径 为 (28/?2) 的 球面 访 上 的 点 相 


. = 


Vb. FOTOS ba ee AA SS GTA ARIE be, 例如 , 对 
T G={a<u<}}, BSBA aH 


(Bn—2) 
P(@) =of (1-22 MDA ln, (1.2.1) 


其 中 * 是 比例 常数 ， 关 为 由 公理 2 PS) =L 故 必 有 








(L~a?m/2B) da,” 
UR fea 


8 中 随 宙 事件 集合 多 不 能 取 为 8 的 所 有 子 集 所 构成 的 集合 , 因 
为 可 以 证 明 不 存在 定义 在 由 S 的 所 有 子 集 4 所 组 成 的 集合 上 
的 函数 PARA. RAAM IAS RY., KHF S 
上 存在 不 可 测 集 合 的 结果 所 致 cm。 集合 多 定义 为 包 食 所 有 事 
& [a< eb), Hop iei, 2, "e, n j=], 2, 3; -IE imac 
belt /m HRA HEA O~ Gil) WRAPS. BOR, ASi 
Th 4 的 面积 能 确定 时 , 即 令 
A 7 
P(A)= ee 

计算 lim P(G) 吉 得 到 众所周知 前 去 克 斯 书 (MaxwelD) 结 果 , 假 
设 能 量 正比 于 气体 中 的 质点 数 , 令 百 = yz， 其 中 ”是 一 个 与 % 
无 关 的 常数 , 由 此 ， 








i] . om y SaB)? 

, 1) 
Pia cnb) = rai BV 
f (l-r? mj ‘Qyn) da; 





一 全 Ti 8 


(ee 
dy o ' 





令 y= BkT /2, 得 到 去 克 斯 韦 缚 果 ; 


as fb 
lim P{a<o<b} -(37) | Ci 





T HH MONS, EPAR E S (Boltman). 考虑 一 个 
Py RMS. TAT ARERR, BORAT REE H 
AT HOTA ZORA, BORE, 样本 空间 2 是 所 有 序列 AL, As 
… ORS, 其 中 每 一 4, 或 是 竺 号 HRERS T, 这 种 不 同 的 
序列 存在 无 限 多 个 , 事实 上 , EEA 的 元 素 不 能 排 成 序列 ， 即 集 
合 吕 是 不 可 数 的 ce2， 如 时 对 游戏 的 每 一 结果 赋予 概率 调 度 , 必 
ER POA, As, 一 0， 因 为 显然 所 有 序列 必定 有 相同 概 
率 ， 如 果 PCAs, As, 0 那么 ， 对 任意 不 同 销 果 的 序 
Fj Atm { Al, Ab, +o}, d= 1, 2, e A ANA =A 因而 由 公理 8 
Pd Ja) = P(A) -Bom, 


这 违反 公理 1 因此, 我们 取 位 数 五 (一 1，2, 固定 的 序列 的 
集合 为 基本 事件。 显然 ,上 位 国定 的 基本 事 侠 的 概率 是 一 校 均 
RRM k KAREN TARR, BT, 这 样 的 基本 事 
性 的 概率 测度 应 是 1/2, 为 了 构造 身上 的 概率 测度 ， HE Ry 
k 位 固定 的 基本 事件 概率 为 1/2, RPT 2 ERA 到 单 位 区 
间 上 ， 对 每 个 序 Fi) Aj, Ag, “ :对 应 一 个 数 

t= Ži aren (1.2.2) 
Hh e,=1, % A,=H; en -0, Ë Aa T, 显然， DAts 二 这 种 
对 应 不 是 一 对 一 的 ， 由 于 

9-1 = Sta", 
BELLA HL, T, T, = MT, H, i, 映射 到 同一 数 , MDa. 
映射 到 相同 数 的 序列 对 应 “ 双 值 有 理 数 ” BS BI 0/2, 
这 里 和 。* RERA. AREN, 所 有 这 种 数 的 集合 可 以 排 成 
一 个 序列 (怎样 排 ?)4 = A, A, e CRAE. 
F P(A) <0, Hiei AN AO, 由 公理 和 必 有 Pd) 一 0 

p7. 


如 果 认 定 记 有 双 值 有 理 数 与 以 了 , T, =, 为 尾 的 序列 相同 ， 就 
FFA O 和 区 间 [0, 1] 的 一 一 对 应 。 这 样 ， 基 本 集合 Bi 一 {EE 


As Ao, P RHBIE[S, 1], RAMA 10, 1) pot 


制 展 开 式 第 一 位 数字 是 1 前 所 有 数组 成 的 集合 ， 事件 Ba 对 应 
一 枚 均 句 硬币 抛 按 一 次 其 结果 是 瑟 ， 这 样 ， RNR B 概率 为 


、 在 仙 和 区 间 [0, 二 的 一 一 对 应 中 , 此 概率 是 对 应 于 B, 的 区 
ml, 了 的 长 度 . A SE OA Ph T A A 


FFL, 这 些 区 间 的 端点 是 双 值 有 理 数 , 这 种 基本 事件 的 概率 等 于 
它 映射 到 的 双 值 区 间 的 长 度 和 , MELTA HE O ERREN 
E, 使 它 和 赋予 基本 事 忻 的 概率 测度 一 致 。 简单 地 对 任意 区 间 
[a, 5] CC [0, 本 给 予 长 度 5 一 6。， 由 履 质 Q) ~ (过 ) 将 定义 扩充 到 
随机 事件 集合 Z L, ALARE- HET, a PRH 
事件 集合 STUER MLO, 1] pase. KELO, 1] 
中 Bo(Q 中 随机 事件 构成 的 集合 ) HRR ERR (Borel) 集 
B, 它 是 包 食 所 有 (0, 英子 区 间 且 具有 性 质 (~ (iii) 的 最 小 集 


合 . 


运用 概率 测度 的 公理 8, 可 以 导出 公式 
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB), (1.2.9) 





FEE, AUB=AULB—(ANB)], 

. B=(AN BU LB- NB], 
显然 $=ANLB— CANB)] 
和 Ø=[A NB] NIB-(AN BB], 
Am, 由 公理 多 l 


P(4UB)=P(4)+PIB-(408)]. 





和 P(B)=P(ANB)+PLE- CANDI 
由 此 得 到 人 1.3.3) 式 成 立 。 
习题 1.9405 


F 互 。(o 四 是 正面 和 背面 游戏 中 序列 @=T4 Ay oP EL Bh 
BAH ARE. HARES 


limga (ojew eede (1.2.4) 
aos las it 一 3 
wn。 

运 必 此 结果 设计 一 个 试验 , UPR BE. 





习题 1.8.8 
运用 斯 特困 (Stirliag) 公 式 ls2) 证明 (1.8. 仿 式 ， 


习题 1.2.8 

全 4 An eey An SD) RRS TE. HER . 

3 性 -5 _ ft Led Pp : A A 
(Gaja È PUN AD + R PLAN ALN AD 


tet (-1tp((} 4) OME Poinearéazt)). 


习题 1.3.4 


证 明 P(A)+ PUA) =1, 


习题 1.2.5 
{An}, n=l 2, +, PER EPS, 即 Ag Ana, TE 


P(("} 4q)=lim PCA). 





习题 1.2.6 
+ {An}, n=O, I es En Hs Bipaey SA ee GE P(4,) = 
efm, n=0, l, +, se, i 
习题 1.2.7 
他 {A}, n=l, 2, ert, SRY PLACE, 即 Aggie Ag, 证 明 
P( A An) =lm P(A). 


习题 1.2.8 

证 明 : 如果 ACB, MA PDPB), 

习题 1.3.9 . 

— BOSAL TG 9 KALB Ay om DRIES LHL “be 

习题 1.2.10" 

证 明 波 莱 尔 - 康 特 立 (BorelCantelli) 引 理 ; $ {4,3} 是 一 个 无 限 的 各 
HEI HE PCA) <0, BA P(A U An) =0. REL) Ù An 
Fa Ay FIRB KY” (Agi.0.), RATE o € (Agi.o.) 4 BARS REPS 
my, AWE YAR. BARTRA, 





1.3 条 件 概 率 和 独立 性 


考虑 一 个 试验 , 我 们 重复 次 , 设 om(m<n) Kee BRE, 
kian) 次 事件 4 发 生 ， 事 件 的 频率 给 定 为 2(4) 一 志 m A 
p(B) 一 n/n。 WR ANB yw lm), PAE BRE 
下 ; 4 发 生 的 频率 基 pC A|B) =t/m, AW 


«10 6 




















1_ Un _ p(ANB) 
我 们 有 Leii KARD, 


paa) 2RD, 
送 用 此 关系 式 , 当 P(BY>-0 时 ,定义 条 件 概率 PC41) 为 


_ P{ANB) 
P(A\B) -By (4.3.1) 
BR . 
Ps(A}= P(AIB) (1.3.2) 


是 台中 概率 测度 , Bh BMS RAK TR DEARTH. BBE 
P(A|B) 是 假定 8 了 发生 和 情况 下 ， 事件 和 的 概率 .为 了 证 明 
(1.3.2) 式 中 了 (和 D 是 样本 空间 马上 的 概率 测度 ， 我 们 首先 描 
MB PHAR. WAR O PROB, ANB EB 
中 证 机 事件 ,这 样 召 中 随机 事件 是 台中 随机 事件 与 BR. 容 
易 看 到 , 召 中 随机 事件 集 满足 性 质 人 一 (ii， 为 了 验证 PsC) 


， EARI, 首先 注意 到 , 由 于 ANBCR, 由 习题 +.3.8 有 


P(ANB) <P), Bil 

0<Ps(A) = P(A|B) = 
所 以 公理 工 成 立 .显然 , Po(By=PB|B) =P BNB)/PB)— 
1 所 以 公理 2 成立. 最后, 令 itj ANAI, CAN) 
ñ (4:08) =ø, BA 


P(ANB) 
PCB) <1, 


PiU) NB] PDAIMB)I 
Pal J4) = -一 一 FED 一 f ——"P(BY T 
PNB) 
~~ PCB) 
-FP AB) “2 P(A), 
由 此 得 到 公理 3. 


s di>» 





习题 1.8.1 


证 困 
Ci) PCANB)=PCB)PCALB)=P(4) PCB A). 
Gi) PCANBNG)=PCAP(B| A) POL ANB), 


习题 1.3.2 
假设 如 果 Its, AN A= BUA =8, 其 中 (4 是 日 中 有 限 或 无 


限 的 随机 事件 序列 . 

O) Be PAY>), jul 2 =, BRODER, LHS 
RAR - 
PB) = DPA) PBlAy, 

Gi TERA Baye Ak: 在 他 的 条 件 下 ,如果 PLB}>0, BA . 


= PARP AD 
P(A B) IPoP" 


习题 13.3 


EMA SMB E, SE nk LK, RS 
TAT OPE PIE LE & EE el, >m Eme, 


习题 1.5.4 


HEMET, AGRA I MART, 其 中 一 里 最 子 是 生 的 报 率 是 
B79 


如 时 事件 B 的 发 生 不 影响 事件 A ER, AMB 
独立 ， 数 学 上 , 此 表示 为 
PLALB)~ P(A), 
H.DA ERIR T, 我 们 得 到 


«ize 





P(ANB)=PCAP(B), (1.8.8) 
因而 , 如 果 ( 以 .3 .全 式 成 立 , 则 称 随机 事件 4 BB hae, 


习题 1.3.5 
ERAUR PJB) = P(A), BA PEAP), 


MEWAA Iesn RPAH ISh <tc <<a, 有 
PO 4,)=1 P(A); 
我 们 称 事件 Ay, Aa …，4， 是 独立 的 ， 例如 , + 44 是 事件 "一 
枝 殉 匀 硬 币 的 第 一 次 掀 迫 是 正面 朝 .上 ”， 瑟 是 事件 “一 核 均匀 和 硬 


币 的 第 二 次 扼 磊 是 背面 彰 上 ”显然 ,4 和 召 是 独立 的 ,因而 猎 
率 为 


习题 1.3.8 
一 枚 均匀 硬币 的 区 次 抛 搓 中 至 少 有 站 次 正面 山上 的 概率 是 多 少 ? 


如 果 无 限 事 件 序列 {A}, j 一 1, 2，…， 的 每 一 有 限 子 序列 
是 独立 的 ， 我 们 称 它 是 独立 的 。 作 为 一 个 例子 ， 下 面 9 考 嵌 正 
画 利 背面 的 游戏 ， 令 H. REH SETA n kA EN 
彰 上 的 次 数 ， 我 们 将 计算 概率 
再。 
(imaa) asa 
ip PER, SHE . 
Hime g (1.3.5) 


% 


e. 14 + 





FER ARR O={As, Aa, oo} 的 集合 , 使 得 极限 人 1.3. 河 式 存在 
ASTE ZAHID, RTM 1.3 AARE 
区 间 [0, 切中 数 二 的 测度 , d 2 C22) H 

iim $ sal) 


mero = 1 


事件 {ex(¢)—1}  @ BARA, Ë 它 的 第 一 位 基 


卫 ,所 以 它 是 [0， 攻 中 二 进 制 肛 开 式 第 一 位 数字 是 1 的 那些 数 
所 组 成 的 集合 ， 这 样 ,集合 Lead) 一 1 的 英 条 是 区 间 [Z 1). 


[d 


VM, fa) —1 AR tH ARTE, 显然, 区 
WO, 1 中 这 种 集合 的 测度 ue 必 为 


msi) 1} = mes) =0} <4, 
其中 对 于 任意 [a, ACO, IA alla, Bl) 一 Ba, Lal) as 
fo, 力 中 勒 员 格 CLebesgue) 测 度 "事件 {ey( ny}, j=l, 
2, oe, 和 一 0 或 1 显然 是 独立 的 , 因此 
B(A =n) ales) =} 2 
| UE A Bh BR MK o,f) = 1—2e,(4), EB 


> ra) =2(4 -5 (2) ) 
ME f=}, jad, 2 Gel R 一 1 也 是 独立 的 。 册 于 
I( 丰 是 阶梯 函数 ,我 们 有 


wle(=th=[ ssl), 








因而 wai=0， 由 此 得 出 ,对 所 有 各 < 如 <… < 有 
| QE eC) Jar -Åf rudat} =0, (4.3.6) 





(1.8.6), 我们 有 l 
£> if 有 } dtm {Si+y ret} ae -dl 中 
mw aie 


+21 | di= S0Gr*) <00, 
由 此 得 册 级 数 SY O OIS RLS BRB NLR BE 
A AEA A CH Be SS)” ATM noo 时， 


te 


>> rit) of FS 8; (4) jo 


jl 部 
几乎 处 处 成 立 ， 所 以 ,如 果 E- ECARE L 其 他 是 
0、 此 例子 说 明了 构造 样 水 空间 和 模 率 测度 的 重要 性 。 


1.4 本 机 变量 


一 维 随 机 变量 是 定义 在 样本 空间 口上 的 单 值 E X o, 
使 得 对 任意 实数 mn， 集合 {o|X(wo)<a} 是 随机 事件 ， 例 如 考 
KEMP MWR. 我们 定义 一 个 随机 变量 ela), ME 
列 oe Qh ERAS MARAE RAD P BS be HR 
的 结果 是 H, He(o)=1, WRET, alo- BF {ol 
en.) <a} 当 -lasci WERE {ole(o}-—1}, 4e<—1 
NEO, siio, AB1IHERD~ Gd, REO A 
O 显然 是 随机 事件 ， 事件 {eo |e) ——1} 如 第 1.2 节 所 定义 
HAR O 中 基本 事件 ， 这 样 (wm) 基 随 视 变量， 容易 看 到 随 
机 变量 的 和 是 随机 变量 ,所 以 


"ZORO (1.4.1) 
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是 随机 变量 , CRA nH AR, AE, 从 原点 
MR Ab, 向 看 移动 一 步 : Be ML, 向 左 移动 一 步 ， 
那么 X,(ORRAT—- REM 2 RM, 在 xz 轴 上 随机 游 动 
的 位 置 ， 事 件 {X = eb 是 所 有 可 能 序列 C8 中 所 有 点 co) ERY 
集合 , 使 得 硬币 n KREA © 轴 上 随机 游 动 A, AU k, 
我 们 删 去 符号 o, 用 记号 {Imh ERRA dol Xo) Eh. 


习题 4.4.4 
HE Pea D =È, EN n i k TSHA EN, 
PCc- 有 =-( jp- [nl /(a~ fig 12™, 
Lao DREH 





P(X, =) =0, 


S X BRAS 上 的 随机 变量 ， KAFO- 
w)= [fk X(o)<2, QA w HIBS AEE) 的 概率 ] 称 为 变 
BX WPA, BR, FoRo BEERS, E 

Jim F(@) =D, jim F(@)=1, 


SABA RL S OER 
| FOOD- fdas, 
那么 f(c) 称 为 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 ， 当 然 我 们 有 
Plac X<) =f f(e)de, 
SF CA IE AEE I HE 
f=, 
称 它 是 高 斯 的 或 正 态 NO，1) M 如 时 随机 变量 六 一 (了 
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m)/o 是正 态 N(O, Di 其 中 心 是 正 数 , 称 随机 变量 X EES 
Nim, 中 的， 


习题 1.4.2 
TAMAS I EES NOn 9g) 的 ,如果 它 的 密度 给 定 为 


Fæ > gemaj 


avin * 


习题 1.4.3 


F 了 (9 是 随机 变量 X HSM, 
O $¢¥=-X, HEr 连续 时 ， 证 明 FrP Ssi- 
(~ 从 且 记 ( 护 一 并 一 护 ， 如 果 下 (0) 在 一 点 不 连续 ,正确 公式 是 什么 9 
Gi) $ ¥=eX+), Rp oMO RBH. PRM ERG A 
ras) 
Fri) = Lybe, 


a BAR, AEE? 
(iiy + Y=X aH 





4 y0, 
F 
r= wD -F i= y) 4y>, 
0, 4 pal, 


pro es % y>0 
. pe 7 * 


Gy) 令 y=9( 中 是 严格 单调 上 升 , 连续 可 微 函 数 ， 它 的 反 函 数 给 定 为 
why), > E=, a 
fry) =f) OD. 
O) SXABMEE. 求 下 列 随机 变量 的 密 度 :人 x, (2) P, 
(3) Xi 其 中 上 上 是 整数 (由 e, (D) sinX, ERA RP CARR 
LCV HAE, 
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OD $ X RANER/@OREEPO@="_ feds Raia k. 
求 随机 本 由 FOGARES A a, 


一 个 4 维 随机 恋 基 是 样本 空间 怠 上 ns 个 随机 变量 构成 
HEHE R= (X4, Xa, oo, Ka)", HBM HARK t ta --, 
ta, 集合 

{m| Xi (eo) <a, Xala) Ete, ” X,(o) <a} 
是 随机 事件 。， 例 如 相 空 间 中 虚 的 位 置 是 6N 维 随 机 变量 ， 其 中 
Xi, -s ar 是 六 个 质点 系 的 3N TEER, AX 3x44, vee 
Xes ESN 个 速度 分 量 ， 在 这 种 情况 下 ， 料 本 空间 是 ON 维 欧 
儿 里 得 空间 R*， 随 机 事件 集合 是 具有 第 1.2 节 性 质 Q) G) 
县 包含 所 有 半空 间 {e0}, jal, 2, +--+, ON 的 最 小 集 ,其 中 必 
是 任意 实数 . 
CRE) AH AL PC) = Fo, ELN 

Fe) = P(X ie, +, Aata) 
(X44, A Say, ree DEEA 的 概率 ). 显然 

E(w, ++, Wy 09, Bjs 一 

Foo, 0, ++, co}=1, 


习题 1.4.4 
CX, YUP EES Pe, YR, TE 
Plieai kb, cn Fad =F, O-FH, c) 
—F(a, d+F a, 2, 
如 内 存在 % 个 变量 的 非 负 函数 了 (ZX) =f (ar, oo, te) ET 
F(X) =f" A ,Bsr “Sq, 
那么 fix) Hh = WORE, ~A n ERLE AT 
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的 或 正 态 NO, 1) py, an RE RR ae 
JŒ) = (Bx) er, 
HOH x= (zu om) [RPS of, A RRs, 
XA n 维 高 斯 或 正 态 分 布 (mo)， 如 果 它 的 密度 是 
f(z) ~ (9m) "odoto) orp|— 吉 (zm)ro (x—m)], ` 
这 里 m ERR o 是 有 正 特征 值 的 对 黎 阵 ,a 是 or 的 着 , BL 
(mo (xm) = $) oz (mm) (em), 


S FE n EMILE X= (Xa, +, Ko WAR. Xs 的 
4} tp ROH A FRE . E 


File) =F (oo, crt, OO, Tj, OG, tg co) 
a ta xa ; 
ef fe flees ay ran 
day: day da 


函数 flops 存 ; 的 边缘 密度 ， (Xa, Xo cn) ee 
分 布 定义 为 
E(t, t, Wp) 


wi Ey 
=] -f F f(s, set, By, Dels y En) 
一 中 =a Sta _ 


edgy: + 8 dag at haa, 


=H 1.4.5 


Ci) TEA] n Se pa ee a A. 
(ii) Sx An eE ARE N, e), RR WMH, 
CHES x — m= Ay, 其 中 A REXER, 将 矩阵 o 对 角 化 . ) 
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习题 1.4.6 

XMF GRAHN 

C) (X, DRESD? MARIE, RH m Fle, 

Ci) RH X ALY LERH. 

4&0 =9(X, Y), V =X, VY) BRA (X, Y) 的 一 
对 一 变换 。《 玉 , 了) 的 联合 密度 为 了 (%, y, U, V) 的 联合 种 
度 可 以 如 下 求 得 , & «-Glu, oh y=H (u, DENEK, J= 
B(x, y)/O(u, VEE HR ERT He Jacobi) fir, 那么 

Ou, =f (Gu, v), HU, i 
EU, 也) 的 密度 , 《验证 1 ) 
习题 1.4.7 


(i) XY, 《提示 : 运用 了 一 于 VHX, } 
(ii) XY, 
Ci) X/Y, 


U x 
Gv) (y)-A(y) + 其中 为 矩阵 , BAHH. 


习题 1.48 


QXn4# NG, 四 随机 变量 ， 走 是 rX9 矩 陈 ， TH Y=AX(X 
AIA) NO, DELAR T. 


1.5 离散 变量 和 4- 函数 
考虑 一 朴 可 能 不 均匀 硬币 抛掷 一 次 的 试验 。 拌 本 空间 由 两 
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个 基本 事件 组 成 介 -{H，T}， 随 机 车 忻 的 集合 是 由 如 的 所 有 
子 集 组 成 , 这 样 =i, {H}, fi， 对， 多 上 的 概率 函数 定义 
为 
P({H}) =p, PUTH =¢=1—p, 1>p>0, 
在 仙 上 定义 一 个 随机 变量 X (o), WME o =H, € X (o) =t, 如 
Ro=T, HX) -0、， 容 易 看 到 对 所 有 实数 z，{ 玉 (wm) < 二 vw} 
EF, Br X (o) ERA BLA, KOMANA RREN 
1, iE asl, 
F(2)—P(X(o) <2) =< g, 如 此 Osai; 
0, iR 2<0， 
从 图 1.5.1 可 粹 看 出 FOE, FORE ERH, A 
HERAF TMA BAA P(e) 一 0, 所 以 它 没 有 有 限 密 度 责 
数 了 (w)， 为 了 定义 R(z) 的 密度 ， 需 要 讨论 狄 拉克 (Dizac) 的 3- 
函数 的 概念 首先 我 们 定义 一 些 辅助 概念 ， 
l 所 有 满足 下 列 条 件 的 无 限 可 微分 实 函数 f&a): 对 所 有 n=0 
Fl N>0, 4 [s> RE 
aJr PE vo, 


da” 


构成 一 个 函数 类 D, CRIBRANS., 对 于 Dp a RT 





1.5.1 


{f(z)} MRM fo), IBA k, | arco 时 有 
max! Pf: ae) = (1 |>0, 4.5.1) 
# (foo) WOT JO). 5-BRE-TRE ER ADAIR 
药 函 数 ), 它 对 每 一 检验 函数 fo) 给 予 实数 ,70)。 我们 记 为 
<la), T@S O). 
常 采 用 记号 
MEOLO] 4.5.2) 
(AS DRE AE gO) 对 所 有 检验 函数 满足 
aa DE, 
FEAP CD HY no 时 ,如 果 OSSE), 那么 有 
o B, faa, fo, Min oo 时 . 
我 们 将 这 一 事实 称 为 8 RE ETE RET RE 
SERRADA 8 作为 函数 是 连续 的 。 带 有 5- 函数 的 计算 规 
则 是 常用 的 积分 计算 规则 ， 这 样 5,(2) =O (oy) Bat RW 
| 8@-v@de=f" Bf (eto) de fy), 
这 里 用 到 变量 变换 zw 一 y， 如果 了 (2) = 二 类 似 于 (1.5.) 式 ， 
| 3(a)da—1, (1.5.3) 
ERIRE D PIER, AK ft le] <0 Bt fa@) = 1, lel 
atl Ht fala) 一 0, ns [2] <n+1 of O< f.(@) <1 B fale) € 
FD, TTA y, 2 no 时 有 Í 
[f e-m, 
因为 n> ft, f(a) 1, B24 noo 时 有 


. et 





er Lfa(e)-1]0, 
放 我 们 能 验证 定义 (I.5,3) 式 . 
3 -函数 也 可 定义 为 函数 的 极限 ， 令 
ula, t) -= get £0, =o ocon. 
那么 , 当 io 时 ,对 任意 光滑 可 积 函 数 SOA 
人 Foule, Dde), (1.5.4) 
在 这 种 意义 下 , 称 uw, Hse o0, Hb, fe) 一 了 (0) 


+a), 4 a—>0 By, Í (#)-+0, 进行 变量 变换 ， H 
v=2v É, 


得 到 全 大 JE 


“se 人 Fev te? dz 


~ LO f" o dat se}. fa Tee "ad, 


1 e ga 
众所周知 | 


因而 , ARBRE fa (oe) J Ag SES, RS Aa Re BN R 
EH)? 24 On, A 
全 fa (av 8 a ao 0. 
BUBB A.5.4)shma,. 5- -函数 是 一 个 竺 珠 的 广义 函数 . 广 
RBS y EMR REAA Fo) 占 值 为 一 实数 的 线性 泛 函 , 对 
所 有 实数 a 和 上 B 及 所 有 检验 丙 数 了 和 gy 有 
<p, af +Bg> =a, D+, g). 
X nooki, 4.56.0) RRR FRE ffl), W <y, 
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Fo, FO). BA Ho 是 连续 的 。 对 任意 一 个 可 
PRM ho), HE Ln FR SRR BM S(O); 

h, P= [MSE 
h(o) 就 定义 了 一 个 广义 函数 。 如 果 对 每 一 检验 函数 F(z)， 当 
noo 时 ， 有 Cyn, PSP, I>, BART RAHI {pa}, n=l, 
2,，…, 收 合 于 广义 画 数 p。 即 使 不 是 一 个 函数 ,我 们 仍 记 《p， 
Pæja, HO RRMA LAMBS WT 
ROM REA E 

gw) =[ 5(s)ds， 
可 用 近似 式 

G2) =| ul, Das) tiomo lUa ide, 

HP fi 2 € (a, BA Xitab) (2) =1, z (a, bJ Hib) (2) =0, 类 
似 于 (4.5.4 式 ,对 每 一 w>0, 有 极限 


lim 0:(%) =], 
对 每 一 5<0, 有 极限 
lim & (a) =0, 
1, 如 果 220, 
HF a) = to 如 果 2<0, 


ATH O(a) BA ERS A BR, BATE M OO) =I, 这 就 保证 
Bo) 为 右 连续 。 PAX RRA, RAB O@), AWE 
AO HERR, 如 果 fo) ED PIE BR, 它 并 不 改变 积分 
l F fe) O(a)da 
的 值 。 现 在 可 定义 变量 Xo) RRA RE. AN 
P(e) = PUL ko) <a) =g (e) +pi(e—1), 
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我 们 有 

f@=FP@)=-G@)+p@-D, (1.5.5) 
因为 对 所 有 |e] > 0, 4 250 A A/V nt), 所 以 如 时 
tti 必 有 5(wm) 一 0。， KAS DARNA ERREPA 2-0 
He-i, + 

F(t) = EF (et ?一 — Flay) 8(a— io)» . 
其 中 了 (wd) 二 lm Feot e) 就 能 定义 任意 概率 分 布 函数 PC) 


FEE BY DEBRA HE SER mo 的 密度 ， 


习题 151 


对 于 随机 变量 
E(w) =e (w) Her) 
构造 分 布 函数 和 密度 函数 ， 这 里 台 ATR we 
本 空间 , 概率 测度 为 
PUHP =p 三 CT 和 一 下 

注意 到 两 次 拖 郊 的 结果 是 独立 的 ， 

TE e Hl og EMH, ARSE i PARR TEM WL Bber(o) = 1, 否则 
m=0G=1, 2), . a 














习题 1.5.3 
给 定 P d, EF RUA, ANE 
f(a)=aB (on +4) 

是 概率 密度 ? (运用 积分 交 量变 换 ，》 

习题 1.5.3 

密度 通 数 给 定 为 

F@)= S123 @-n), 

RITER. 


a 2B > 





习题 1.5.4 
ORF ORE c M 
Fe) ede = 1) 
是 概率 密度 ? 
BH 155 
He AE MD, 对 所 有 光滑 可 积 首 数 fx), 用 关系 式 
[SOF Cx) =f00) 


Cnt) TaT AR), 


如 果 随 机 变量 X 的 密度 给 定 为 
fz) =D pð- a), 
BX 是 离散 的 ,其 中 p>0 且 Spl, PARRET, 
Fx(2)— Fs(a—)=P(X£ (@) =n), 
在 FD RBS ofl ote) E, A 
P(X lo) =r) =O 


”这样 , 离散 变量 只 能 在 一 个 可 数 集 上 志 正 概率 ， 我 们 有 


P(X (œ) =p) =p 
和 Fe 人 -| Sp8e—a)ds= Dp. 


1.6 条 件 分 布 和 独 江 性 


& X(o) 是 样本 空间 OQ 上 的 随机 变量 。 对 于 任意 随机 事 
$ B, 我 们 有 
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P(X (a) <a] B) ~~ EEG SE X(o)<2)NB) 4.6.1) 


BR Prel) =P (co) <0] B) RH ERT BARE ay 分 布 ， 
设 了 (wp) 是 定义 在 从 上 的 另 一 随机 变量 且 令 

B= {y<V (o)<y+ dy}, 
E Plys (eo) <y+ dy) > 0, WALS DRR - 


F (a) = PiCX(o) ED N WY (o) yt ayy} 
X yaf aytdy P{y<rY (o) <y t dy} 


$f@, DEX 利 工 的 联合 概率 密度 , 于 是 有 
Piy<¥() serail Lare dd 
a : 
ree ft, Sdids 
Friycvevray (2) = 7 
fG, sdids ` 


Sh TAHY RR dy, HG ee 得 到 





(1.6.2) 


o [IG D4. op, T 
es ere rm ” 
其 中 Farle, Y= me f(t, us 本 是 工 和 下 的 联合 梳 率 分 


布 , 刀 ( 儿 是 工 的 边缘 分 布 ， 将 (1.6， DAM Te RF, RAX 
关于 工 的 条 件 密度 ， l 


farl) = eD (1.6.8) 
1 f@ vdeo 
SP AE WU a A TIEA 
fav Coly) Sra DRS. 
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注意 X 和 了 WRARAR, FRO. DARA 
Setar Behr Van Pd Lt, Za, 7", Xn) LON Ya, **", Ya] 
一 一 一 一 Fn To, ttt, En; Yi, Ye, “ots Ym) 
| f fe Tatt a Ea, Yi, Yatt Ym) dod or bata 
WEP EOS, HH E ERRERA, 我 们 有 
_ Pi X<a Ni (KES 
. PIX So] LES} - “PIX eS} 


ZOOL 
[Sde 
其 中 f(w) 是 五 的 密度 ， 由 此 看 到 条 件 分 布 的 密度 为 
frala) Zake FE) ) (a) a 
EO 
So Sse LAR X,Y) UES EA) NNE 
Fame, = Fra) Fry), 
那么 下 和 了 称 为 是 独立 的 变量 ， 在 这 种 情况 下 , 密度 满足 
Fan, y) =fr wS rQ), 
其 中 fra) FE), fr) = Fey). 








容易 看 到 ,如果 XK AY 是 独立 的 , 则 

Fy; (ely) =Fr@) 

F Frix(y 2) = Fry), 
习题 1.8.1 


SX Ale, 四 上 的 均匀 变量 , 即 
Fr) = Hise) . 
REER E Fz, (2), 
里 as + 


一 
. 


其 中 [a, Elce El E Fxyte, i). 
习题 1.6.2 


FLAY SLBA RST A, RIH 1.4.7 PEENE. 其 
HERRERNE . i 


习题 1.6.8 
可 题 1.4.6 中 变量 开 和 了 是 独立 的 吗 ?9 R Parel, Fyix(y|2) 
以 及 相应 的 密度 ， 
如果 
F(a, - “"s En) 一 I Film), 
则 称 随机 变量 Xi «+, XA, 在 这 种 情况 下 ， 
了 (al En) =1L fia), 


习题 1.6.4 


令 X= (Ky, Xn) 是 和 4 维 高 世 变 最 林 (0, D, 变量 Xp Xa HY 
Hea? 如 果 x Vim, T), SERVERS 


习题 1.6.5 


用 Y= (on wa v8)? 表示 气体 质点 的 速度 向 量 ， RITE R, 
Ak v R= ALE eR, CHE hw) FRR: 

Ci) a(j=1, 2, 3) BAIS PR RZ LE 

Gi) 的 密度 是 质点 动能 的 浮 数 , 即 


aw) = ae m|v| ?=pdlvb， 
这 里 只是 质点 的 质量 ， 证 明 Y NCO, AY). HERR PERM, 
QD s=8k PAS), ve pM MER. 提示 全 R&D 一 
FOD Cons (al, 导出 微分 方程 p(s) /sp(o=BR J 





二 BBs 


1.7 RME EME 
令 下 是 随机 变量 , 有 (2) 是 它 的 密度 ， 对 于 任意 函数 gO), 
积分 
Fy(X) OOL 
称 为 随机 变量 9( 工 ) 的 期 望 值 或 均值 或 数学 期 望 .， 


例如 ,考虑 随机 变量 Xe CHINO, 1, 2, o, n ERI 
率 为 


P(X (0) -人 py, 0<p<1, 
它 的 密度 为 
F.-Y (“lotr wed, 7.1) 
我 们 有 


Bg(X) -| fru(o) gained awa. 
密度 由 届 .7. 了 式 给 定 的 变量 X, 称 为 二 项 变量 Bm, p)， 我 们 
BX,=np, BXs=np[l+ (n—1)p]. 


习题 1.7.1 
运用 (1.7. 力 式 ,计算 Eg) R 
Ci) g(@) =r, - 
CH) g(a) =2°,- . . 
Gi) ge) =r Bath kB, 
a jö + 


WE X 是 高 斯 变量 NO, D, RA 
BY | egy 0, 





BX? = Ti 全 afa daos]. 
me 


习题 1.7.2 


令 开 是 高 斯 变量 ， 证 明 EX0, HX*=1.3-...+(Qh-D(e=0, 
1, 2 


BPR m= BX (k=O, 1, 2, +) HN X Ay k pE. 
表 法 式 EC K~-o)*, Hp o 是 一 个 常数 ， 称 为 X gie wk 
BB, Hom HX 时 , 称 m BCX -EX)' HEB pe, 二 
SP be RA TAL, CHET o RA X HRS, 
oa VarX = E(X- HX)? =m mij, 
ERX 的 离 差 程度 的 测度 。 





习题 1.7.8 
TE, RBM, ph WR VarX—npd—p), 


习题 1.7.4 
令 (区 是 一 个 随机 变量 旦 有 - 
PCS) =) =£Y, 
Sw) TARE MEHR ES(y)==r 和 Var) =», 
ou its 7 


证 明 : Bi co ltt, pay, 则 依 分 布 有 B, PISW), 即 PBC, 
Po) =*)-> PSO) =k), 


’ 3} + 


Hae 1.7.6 


EH: 当 vce 时, 依 分 布 有 
Bin, p) - EB pd a 


[eR RG fi Bi DeMoivre-Laplace) AR]. 


习题 1.7.7 


证 明 ; 4 vo 时 , 依 分 布 有 
SQ) — BS (v} 


VV YO D 运用 斯 特 林 公式 )。 
习题 1.7.8 
4 EX=m, VarX =o, 
Ci} $ Y=aX--b, 3 HY # Var¥, 
(il) 变量 Y¥=(A—-m)/o 称 为 规范 化 变量 ok BY Fp Vary, 
习题 1.7.9 
(i) pa aX,= 3) GEX, (a, 是 实数 )。 
(ii) 如 果 Xp eu Aa EMER ABS 
zlI x,) -HEX,) 


z1 


和 Var( 3! x ,) =>) Varxy, 
习题 1.7.16 | 
证 明 切 比 晓 夫 不 等 式 : 


PUX—m|>ho) < Ch>0), 


| 





Fh m= BX, ot Vark, ER BA furau Fo, J 


在 高 维 空间 中 ,定义 | 
Eg) =| ef? gles, o, mfr, s dardan, 


其 中 i) =f (s, ° ty Ta) 是 开 一 (所 1， vty Xn) 的 密度 ， 特 草 
m= EX~ (BA, EXa, ‘rey EX.) = (rm, Tita, ta Mp), 其 中 
mf | ee wets Ealt dta, 
katkat" + hy BEBE RA 
Merr EA Pe T. 

katkat ka Bp ob SE 

Ht yey, = BK ma) e (Xe ma), 
x 的 协 方差 矩阵 定义 为 

(Covx) y= E(X,- m) (Ti. 


习题 17i 


(i) 如 果 忆 和 了 是 (一 维 ) 随 机 变量 ,定义 Cov(X, YH - 
Cov(X, ¥)=E[(X~BR)(¥-2BY)],: 

证 明 Var(X+¥>= VarX + Vand Har, Y), 

di) & 

Cov(X, ¥) Baa 
(YarXYarY pi 5 o103 
Boy X ALY WARK, 证 明 -ispi Hel 当 且 仅 当 
p(Y=aX+b=1, 
Git) aR XF Y Wiz, EB p= 07, 





习题 1.7.12 


设 两 维 随机 变量 CX, Y) 的 联合 概率 密度 由 习题 1.4. 8 给 出 ， 计算 
EX, EY, VarX, Var¥, Cov(X, Y) p. 
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习题 1.7.18 


T 了 是 二 维 变 量 Nn, e), TH 


. _ i 1 f fr 一 may 
Fe DD Tain Tae Vice oxp( ~ [ss EES | 
SP PD Ym) | Yo ma) 从 


TT oy 


其 中 0 一 VarX,，o3 一 VarY, E p 是 相关 系数 ， 





习题 1.7.14 
& = t.S IE N (m, g), R Ex, (COVE Jis, 


% 维 随机 变量 区 = (Xn =, Ky) MERGE LH 
P(t) =pli, te, Én) = Het 
=f -| oxp(s Star) Cas, ves, By) days Aan 


(i= 1) 
因而 , 特征 函数 是 密度 的 傅 里 叶 变 换 。 
Blin, & X Zi Bin, pE, BA 


GE ot 4" jza-mrac-3 


的 
如 果 六 是 泊 松 变量 SO), W 
tant =f ot [$y HERE Ja 
-$ Ce -ee 
入 天 是 了 fn， 引 变 量 且 工 是 独立 于 三 WSR, 运用 特 


= 346 








征 函 数 来 计算 XY 的 密度 函数 ， 因 为 变量 是 独立 的 , 故 联 合 
密度 是 责 个 密度 之 积 ， 

fxr, 9) “Fre. 
由 此 得 出 


bray (Ð = Egt +Y) _. 全 fr iTIS y (a) fey) dz dy 


= bry, 
(25 yh LTH Ah 2 BU DH 4} BS BR ERR, 我 们 有 


frrr @) fr (of =|" fOrs 
-| AC pa —p)" B6-)- 
. peal æ—s—k) ds 


(" jo-p) ie 二 (人 一 和 一 D 


-23 kel ~~" 





xx HH, 
(7 p — py" 
PB, p)+8@) =I) = BA 
习题 1.7.15 | | 
假设 Boy, 245 SW) BIR, 计算 
Lo PB, p)-3M)=). 
可 是 1.7.18 ` 
如 果 Xa …， Xa ERTER, 证 明 
S= I bet, 
其 中 pC) = He, 


习题 4.7.17 


(i) 证 明 高 斯 变量 NO, DAME RCE "h, 
Gi) AOR XIE NG», 0), 4H) <exp(itm~E 0%), 


SE 1.7.18 
O SEs e In ERYN N (my, oD ER. JES = X, 是 


Nim, DER, Rkmodim, of Bol RRESE RM MRER. 


(提示 : HAE, HETEM, 
GD TAMU ESERNREASREDEE; 即 如 果 Ky vs Ka 


VY N (me of Hoan eu Gn 是 常数 , BA x=% yX Nim, o) 
的 . Kile, 


习题 1.7.19 
URES X REA 
D, HBO, 
fr) = 1 _ [ogee — m7? 
| Vin exp{ y EL, T>e 


称 它 为 对 数 - 正 态 分 布 , Hc BWM, KK Ei Varta), 
在 一 个 随机 变量 至 给 定 值 的 条 件 下 ， 可 以 计算 另 一 个 随机 
蛮 量 的 教学 期 望 。 这样, 如果 和 了 是 两 个 随机 变量 , 那么 
> X,Y Fd d 
P EZ (e, y)dy 


E e 
如 果 4 是 任意 区 间 ,， 那么 


f f yfr r(e, y)dady 
PXE 
feof. Lyfr ræ, P/F) lay do 
P(XEA 
-| PE BO X-i 
~ HRW |X =0)|X€ A], 
特别 ， 如 果 了 是 随机 事件 B 的 特征 函数 , WA 
POY =1)- PB) 
且 对 在 意 随 机 变量 X 有 
P(BIYEA)= -HIP@IX- KEM, 
令 A=(~o, oo), 我 们 得 到 
P(B)=EP(B|X=2), 
这 样 ;, PEX -e EMAER, 


EY |X €A)= 








第 二 章 布朗 运动 
2.1 引言 明之 万 方程 和 布朗 运动 


1826 年 英国 植物 学 家 布朗 (Brown) 首 先 注意 到 浸入 液体 
中 胶体 微粒 或 质点 的 永 不 停 歌 的 不 规则 运动 ， 这 种 微粒 的 不 规 
则 运动 称 为 布 彰 运 动 , 实现 这 种 运动 的 微粒 称 为 布朗 微粒 ， 布 
亡 微 粒 的 永 不 停 歌 的 不 规则 运动 是 周 国 液体 分 子 与 之 碰撞 的 第 
H. 胶体 微粒 比 衫 擅 的 液体 分 子 大 得 多 且 重 得 冤 ， 所 以 每 次 础 
控 的 影响 下 以 忽略 ， 但 是 许多 小 的 用 间作 用 选 如 产生 一 个 可 观 
APAR. 布衣 微粒 的 分 子 碰 擅 疾 率 非常 高 ， 其 碰 擅 次 数 是 
惊人 的 ， 这 样 一 个 布朗 微粒 (例如 半径 BO pm 的 金 微粒 ) 如 果 在 
常态 下 浸入 液体 ， 碰 擅 次 数 每 秒 超 过 102+， 碰撞 频率 是 如 此 之 
高 使 得 每 次 桦 澶 所 引起 微粒 运动 路 径 的 微小 变化 ， 对 于 观察 者 
来 说 是 太 难 分 扒 了 。 这 样 , 微粒 的 精确 路 径 不 能 详细 得 到 但 能 
统计 描述 ， 周 围 介质 对 布 良 微 装运 动 的 影响 可 用 下 面 两 个 力 的 
组 合 来 描述 ， 因为 所 观察 的 微粒 远 远 大 于 周围 液体 微粒 , 布衣 
微粒 与 液体 之 间 相 互 作用 的 案 集 效应 可 以 认为 是 流体 动 为 的 特 
征 .， 更 精确 地 说 , 可 取 一 个 作用 于 布朗 微粒 上 的 力 是 动 摩擦 
力 ， 液 体 作用 于 漫 入 其 内 部 的 小 球 表 面 的 摩擦 力 可 由 斯 托 克 司 
(Stokeg) 定 律 决定 ， 每 单位 质量 作用 于 半径 为 & 的 球形 微粒 的 
阻力 为 ~Bv， 其 中 6 一 Bran/m, n ERREA Ak E A 
im 是 微粒 质量 , v 是 微粒 速度 ， 作 用 于 布衣 微粒 的 第 一 个 力 
是 由 它 与 周转 液体 微粒 的 个 别 碰 撞 而 产生 的 ， 它 引起 微粒 加 迷 
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度 的 瞬时 变化 , 在 大 小 和 方向 上 两 者 都 是 随机 的 。 关于 此 波动 
力 (全 (每 单位 质量 ) 的 主要 假设 是 ，QG) f(D 与 (办 统计 独立 ， 
Gi) (OME VE) MRR AR, 和 Gi) (OF HEA 
F. 牛顿 的 和 运动 方程 给 定 为 


WO pv @+tO, (2.1.1) 


WH (2.1.1) 称 为 朗 之 万 Langevin) 方程 ， 将 方程 的 解 与 己 
知 的 物理 定律 对 比 便 能 得 出 EO) 的 统计 人 性质 。 随机 微分 方程 
(2.1.1) 的 解 确定 了 随机 过 程 V ORE AERE pC, t, Vo), 
BN IK p, é, Yo) 使 得 


PW EAI WO) =v) = | pC, f vdv; 


假设 初始 速度 Vo 已 给 定 , 故 当 上 -> 0 时 必 有 

ply, t, Vo) > S(T — Yo). 
更 进一步 , MRT BLA, 24 i > co h, RE plv, t, Vo) 是 与 
Vo REMIT ROE T Hanne EE. Bm, 当 
t -> co Rf, 


3/2 _ 2 
pv, t vo) olar) oe Sur). 


27r | 
(2.1.2) 
这 个 对 pW, t, Vo) AV SERM ABER fO) 有 某 些 统计 性 质 . 
按照 (2.1.1) 式 ,形式 解 为 


v(t) ave +f o-ad-of(s)gs. (2.1.8) 
因而 , 积分 的 统计 性 质 与 差 WO) 一 Yoe ”的 统计 性 质 相 同 。 因 
为 对 于 充分 天 的 4 (人 一 Veo- 人 y(t)， 所 以 在 极 腿 意义 下 积 
SHAME. BHOSHAR REAM, 
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' 
f g BOE S der a8 D emi Fin dt) AE - 
= eS omit Ah, 


其 中 dnf anA dt, FSK BRE 
vaD a Ab, (2.1.4) 


随机 变量 Ab, ARA ARER AE di, (nt 1) At) A Ta 
到 的 随机 加 速度 ， 因为 连续 磋 措 完 全 是 不 规则 的 , 这 样 可 以 认 
为 变量 Shy 相 互 之 闻 是 统计 独立 的 ， 我 们 假设 时 间 区 间 些 比 
fQ) 的 单 波动 平均 周期 大 ,了 fC) 的 波动 周期 与 布朗 微粒 和 周围 流 
体 分 子 之 间 的 连续 碰撞 时 间 同 阶 ; 在 液体 中 阶 通常 是 LO E, 
于 是 , 每 一 加 速度 Ab, FE BS BER, 所 以 我 们 可 以 认为 所 
有 Ab, 有 相同 的 统计 性 质 “.， 因而 如 果 选 择 Ab, 是 零 均 值 高 斯 
变量 , 那么 正如 所 需 的 那样 , VOR ARE. 为 了 计算 Ab, 
的 方差 , E Vardb, =2¢d4é, AH (2.1.4), 4 4-0 时 得 到 


i 
Ej y \? = = 2q de nt) -> 2g f gT ds 
性 





-和 de. 
另 一 方面 , 当 t->o0 时 有 
| 如 jrj 好 
pati 
g, (2.1.5) 
A x) 3245 BO A, 那么 
x()= +] ves, (2.1.6) 


将 多 -1. 吧 式 代 入 (2.1.6) 式 得 到 
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XC) —Xot f [ veo gm fert (udu je 
政变 积分 次 序 , 得 到 
{人 -x D, 
L A È" O*E(8) ds f(s)ds 
omy È +f, É 


| f = Eds, (2.1.5 
FUR 9) 一 Les-0)/B、 对 于 积分 再 次 运用 有 限 和 近似 式 ， 
推 得 变量 

x(f)—x5~ 2ga 
FEMA MRE AE | 
=f P ds =F; (28t —8 +407 — 67), 
(2.1.8) 

因此 , xO RRR E EA 





; 2 8/2. 
px, t, Xo, Vo) = | Sint aRt — 3+ de e*s] } 


+ OX {-3e X— Xo— Vo(l—6*)/8 “| 
P fka T (28 —3 + de ea] S 


(2.1.9) 
将 上 式 对 re 的 稳定 密度 取 平 均 , 则 对 于 充分 大 的 t, RATA 
p(x, é, Xo) SI exp (=e), 
(2.1.10) 
其 中 
Dp- 4 (2.1.11) 


me Goran’ 
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由 此 得 出 j 满足 扩散 方 粮 > 
-D4p. (2.1.12) 
扩散 系数 的 公式 (2.4. 11) 是 由 妥 因 斯 59 得 到 的 . 现在 我 们 
用 下 列 性 质 定义 布 朋 适 支 ECA), 
(i) . 
P(x(t) CA[x(0) -x0) = (4a DA) waf en dx, 
(2.1.18) 
Gi) WE x+) ~2@)4x()—-xG- 只 是 独立 的 且 对 
于 sO upd, EIE EEA, 
Gil) 工人 妨 的 路 径 是 连续 的 . 
Civ) ATEA REI ychain (KC), X(f) oy 
x 人 5 力 的 联合 概率 分 布 是 高 斯 分 布 ， 


S uE LONER, RD- w0) -0, wh 
转移 分 布 为 
(i) Plax<w(t)<b|w(s) =2) | 
一 [x(t _ s)] ual! ee Ata) dy, Q 1. 14) 
(41) (w(t, +, WED BRAR te HE 0 8 
Saya, PLE BT Bo (wy) ese, FARA Ph a FE 


以 及 Bw) 于 容易 确定 这 些 协 方差 . 事实 上 , 假设 $<s, 我们 - 


有 
Bwl wl) = E lwl) - wt) ] wo) + Ber? 
=R wla) — wit] Bwtt) -i 
<t=tAs=min(t, 3), (2.1.15) 
容易 看 由 下面 都 是 布衣 运动 ， 
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Sh Pes 





(4) tl) =w) wla), 
Gi) (Dou 4), Joh e BERERR | (2.1.10 
Git) wa) <1 (4), 

第 3.8" 节 进一步 讨论 w 人 的 的 性 质 ,指出 (TRS. 


lim sup wt} = +60, lima infw(t) = — co, 


习题 8.1.1 
Bw ASH 2.1LAR~OLIDRAG. LID AH G) ~ Gd, 


31H 2.1.2 
HEV AALS ED Clin eA) WR MRL AOR H 
EO 2 =) HKN Es 
Bix) xo (srv, HE, 
这 里 假设 v MADESE SENT IS Sh 2.1.2), . 


82.1.8 


TaD (fo ds Heh O)RERGR, TAO RBME 


BH Ex(@)=0, 以 及 
Bix @)[?=2q { 9?) ds, 


ETER, 
420 =f oos YOS OOd, EREE A= 


CO), YOQORAAM, 22@) =0 B 
“ae 43 5 


A B 
Cora y= 7) 
FR Asy f gP(s)ds, B=2q [ g(syh(s)ds, C= Daf cas 


=] af 2.1.5 


FXG) VOMRAERRE, Kh vO (3.1,9) 式 给 出 ， 
z()HQ1LO REL, 





习题 2.4.6 


BARRIER eA BRR 
十 BY 十 ay 一 大 的 ， (2.1.17) 

其 中 z( 从 是 质点 的 一 维 位 移 , BMA SOR Om ARE. | 

(1) 解 方 程 (3.1.17). 

(ii) 或 速度 o@=20, HP rE. IDAR, 

Citi) eG) AR eR, 

(iv) k oD HR BME, 

(vV) RGU HRT MRE, 

(vi) GER too A Er 0, Bott) > 0, Erw > 
Bt) — ET f/m? 和 Bet) 一 RT fe), 

















习题 2.4.7 


帘子 化 气体 (等 帘子 气体 ) 中 一 颗 电 子 可 以 当 作 一 台布 衣 正 弦 波 发 上 生 
器 ， 弹 性 恢复 力 是 邻近 较 重 的 离子 和 其 他 电子 的 库仑 引力 和 库仑 斥 力 , 油 
撞 是 微粒 之 间 电 的 相互 作用 。 射 疝 等 离子 气体 频率 为 “的 流光 束 可 以 当 
作 作 用 于 电子 的 附加 力 ( 电 大 场 内 )、 所 得 的 朗 之 万 方程 为 
+ Pat or Eosinet+f(), | (2.1.18 
其 中 wp EERSTE, REPRE RR, BAe 
(2.4.18) ESAM FARR: O Skop M GD w=wp。 结 出 类 似 于 
习题 3.1.6 人 一 《中 的 计算 cm 


a 二 十 = 






























































习题 3.1.B 


SHEERS RAMA RBS ATR PERUSE 
2.1.60) ~ Cw) RE, 





2.2 ULMER SOPRA ee, 


低压 下 气体 微粒 的 运动 或 者 任 何 与 其 他 物体 磁 接 的 物体 运 
动 在 本 质 上 同 布 半 运动 是 类 似 的 ， 假 设 碰 控 的 持续 时 间 与 运动 
的 观 疗 时 间 尺 度 相 比 是 很 短 的 ， 磁 擅 的 频率 在 祖 同 时 间 尺 度 内 
是 祖 当 高 的 , 如 同 第 3.1 节 , 也 认为 磅 所 是 随机 的 ， 与 字 宙 空间 
中 其 他 星体 林 出 ,一 颗 小 的 星体 其 随机 飞行 就 懂 于 这 种 情况 , 空 
间 起 着 布朗 运动 中 液体 (例如 银河 系 中 的 星体 ) 的 作用 ， 太 擅 认 
为 是 所 研究 的 星体 出 现在 其 他 明 体 引力 场 中 ， 这 种 小 星体 的 运 
动 轨道 是 随机 路 径 , 它 在 频繁 的 碰撞 之 间 是 直线 运动 ,但 从 宇宙 
变化 的 时 间 尺 度 来 看 可 认为 它 在 非常 迅速 地 起 快 波动 ， 这 种 运 
动 在 --- 维 空间 中 最 简单 的 数学 模型 是 随机 游 动 ， 即 质点 作 一 中 
等 长 位 移 ， 每 一 步 的 方向 或 向 前 或 向 后 ， 且 在 等 长 的 时 间 区 间 
内 ,概率 相等 均 为 于， 更 数学 化 的 形式 描述 可 用 下 列 的 硬币 
一 一 执 毛 模型 给 出 。 从 wo 一 eta 一 0， 土 1，…) wide, Eih 
BMT He oo 

nf WRES n KMPER, 
-1, MRR n kje AEs 
也 就 是 说 , 如 果 正 面 朝 上 , 灌 着 4“ 轴 向 右 移动 一 步 , 如 果 和 背面 朝 
L, ME = 三 向 左 移动 一 步 ， 到 时 刻 @s 此 过 程 的 本 钱 或 地 址 为 
Xa=atet ett tin 


HEHE en 是 独立 前 且 
Pe=1) =P N=, 


显然 , 当 % 与 奇偶 性 相间 时 有 
P(X,=—k| Xo—0=Po(X, =A) | wk } 


2 
其 他 情况 下 , PoC X= %) 一 0. 
随机 变量 序列 X, 称 为 随机 过 程 ， 它 有 下 列 马 尔 可 未 性质， 
“运动 可 在 任 疮 轩 定 时 间 和 加 重新 开始 ”， 或 更 精确 地 说 ， 
P(X mane Bl Xab, X=) 
=P (Xun EC B|Xy=—b) 





=P(X,EB), (2.2.1) 


其 中 天 是 任意 整数 集 ( 图 2.2.1)， 互 。 的 转移 概率 为 
p(n, a, B= Pal Em Po X,=b—a), 
WEFAN pOL, a, d= tip, a+1, b) 
+p(a,a—1, B)], 
(2.2.2) 
这 是 因为 经 过 mm 十 1 步 从 
a 3b RBS TA we 
4 BARRAN nw Blo R 
图 2.2.1 概 衬 加 上 第 一 步 疝 正 然 后 
经 过 多 步 到 五 的 概率 我们 称 a 为 “后 向 ”变量 ,5 为 “前 向 ” 
AR, MM (2.2.2) 08 Bt l 
planti, a, b)—pln, æ, b) 








= Zl atl, b)-2pCa, a, b) +pla, 9—1, b)). 
(2.2.3) 


NIT 


SHO 





方程 (2.2.8) 称 为 过 程 政 ,的 后 向 方程 ， 


353221 
Tot, 2, OPRANDT 4). 


我 们 将 证 明 当 n> co 时 ， 正 态 随机 游 动 X, 的 概率 分 布 收 
敏 于 布 庆 运动 的 概率 分 
i. 

4 EGE, 加 平面 
cea(S®, Tjant 
折线 揪 值 (图 3.3.2)。 

FE”. 我 们 将 证 明 ” 图 222 
经 典 的 中 心 极限 定 凌 ， Yn oh 

F(a 3<) > | da, 
4 ule, JERESHE 
ĝu 1 au 


wm. F Pa? >00, m Am, (2.2.4) 


ue, 0)=f(2) 
ula, A = Zal aeaea Fy) dy, 
Soh f RRRA, n (F, Bed (FAAEA 
AR Fe) EIS, 


(Fo, B= Bom, bE Ly, 
由 (3.2.3) 式 得 出 为 的 后 向 差分 方程 , 
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ul, Pi )-u let n n) 
a-a eaa] 
=t Aytt, (=... a, 











2 vn 
热传导 方程 (2.2. 信 的 解 ulz, 有 所 满足 的 相似 差分 方程 是 
É m1 kom 
A =, Jul I, 5 
ke 5 mh (a n)) 十 DT 
. 1 kom 
Zé Jen) , 


HA u KTF i EbERkEA i e Bi), 4 n oo 时 
o(1) 关于 大 和 各 是 一 致 的 ， 所 以 














AIr a aT 
+o tt L m mo (E), (2.2.5) 
me (Fe, dery 0)- Fe): 
ATRA ABR aK BS om 3b 


kom kom m 

al Feet) A Fee) oC). 
4 m/n>i, IST > 0, 我 们 看 到 当 w yco Bt, o(mm/n) =0(1), 
El a, Ch/ Vn, minule, 小 因而 , 置 上 一 0, 和 一 ?得 到 


Bof (2)> z) > Be srl. oi Fade, 


» £68 os 





FE RE AS BK CE Fs RES, 


1, a<a<b, 
soska 其 他 ， 
` are a 


Po (a gs Fi <b) Hof (Fe hoa Vin 


这 就 证 明了 , 当 nso Rt, k/n oo, mint ARR 
RSA 


Bf (Zaen oor faan 
FE UK FT OS BUF FH So, HES 
P, (a< Fab) Palaxon) 


—> (2a) -1/3 f goiena dy, (2.2.6) 
其 中 一 Fw Je), m= int], mLa Ve Hno, 这样， 
我 们 看 到 有 尺度 的 随 宙 游 动 1) KART oe), R, 
可 以 证 明 当 w->oo 时 ,对 所 有 有 限 序列 ta ty, (KAA 
CACIA arty @y(ts)) > Cwlt), aia wkt) ), 
EE FE ORL oO BERBA wD RH 2.1 Y 
描述 的 布朗 运动 前 性质。 因为 (wa) ee wt) 是 高 斯 的 且 
Ew (i) w(t) 一 直人 二, 我 们 有 
P [Awa | 


=f" day FÅ 站 sz 二 sa a 
一 Vt) 


得 到 


22n 
其 中 mm 一 如 一 人 
联合 概率 密度 为 - 





JE exp 一 人 一 — %.1) fa tay 
ii / 2m (bt 4 — tia) 
特别 , 由 (2.3. 命 式 各 (2,2,1) 式 得 到 
P(w(t) € Bl w(s) =) -h ee dy 
=P(s, s, B, ) G>); 
也 就 是 说 转移 概率 P, s B, DERE po s, y, 0, it 
Ple, 3, B, A -| pla, 3, y, Ody, 
同时 Bag gee oe 
pa, s, y, Ho8@—y), Hits, 
ALDRA wO) A BIRT At, 即 
Pw) € Bl w(t) =24, Wr) =a, +, We) =a) 
= P(w(t) E B jwn) =), 
其 中 ioc <t,<t, BRIERE. SR RERKAE 
SAE REIN lt 重新 开始 ， 事 实 上 , 联合 密度 (2.2.8) 式 
确定 了 条 件 密度 


pla, t, as s Bn) 

pfr +, D 

pt I 1; 由 一 pm, 的 
et 





(2.2.8) 








= Cn) 一 =pl ESI 
FR 201 节 中 增 量 4b, WE H dwm wli) — wC) By HE 
质 是 相同 的 ， 


2.3” 布朗 运动 的 构造 


我 们 将 用 几乎 处 处 1a.8.) 一 致 收 伍 的 级 数 来 构造 布 半 和 运 
动 。 该 级 数 的 项 为 连续 函数 且 其 系数 是 随机 的 。 第 2,1 节 中 的 
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ke err ee 





ERG) ~ Gv) GEWAAD E N, M As Ze fH 2 
是 具有 均匀 分 布 的 单位 区 间 ， BSC O ah yee 量 
NO, 切 的 无 限 序 列 ， 台 中 每 一 个 数 e KREME 式 4 一 
0.mza… 表 未 , 其 中 fo} 是 后 上 的 独立 随机 变量 , 它们 取 值 9 或 


1 ABER Z 
yi = U, meyo, 
Ya = O. tawito, 
Ys =Ü. Eygi"; 


显然 是 独立 的 且 在 全 上 有 均 色 分布; B 
Pipsa) =a, Sasi, 
n gai 
下 一 步 用 ual" Se ds 
定义 变量 go 妈 好 一 erf (8)， 显 然 , 变量 {gj EA LA 


Ppt NO, 1)，、 再 下 一 步 , 我 们 如 下 构造 一 帅 [0, 1) Ease 
续 范 数 ， 在 图 23.3.1 PRT Eis SH 








图 2.3.1 


« Şi» 


0, a E iai D P 
， 2 
se = | H2e-DA, EO da (+1) 2, 
0, (44+-1)2-<1<1, 
HP kE BRIR fo) 称 为 哈 尔 (Haar) 系 统 ， 
ENAR LO, 1) 上 的 正 交 基 ， 更 精确 地 说 ,有 
Sian Sad) fan flO, 2.3.1) 
其 中 5w ERY PY Be Be LO, 1) 4g A S O ME 8 


Ed 


FO J amfiet, 2.3.2} 
其 中 fO=l, Aan. APRA, 
EEO (OW, 
级 数 (2.3.2) 式 在 LO, 全 意义 下 收敛 于 (Dea, 定义 
js 一 | fias, 
构造 w( 从 如 下 


a(t) = yo folt) +3 > Gran fia-n(t), (2.3.3) 


fatty 














EE 





OF RDT ka +R t 
图 2.3.2 
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TIN 


Bi 





其 中 (pe) 是 上 面 构造 的 高 斯 变量 序列 ,% 是 独立 于 go 的 另 
一 高 斯 变量 我们 将 证 明 {2.3. 约 式 中 的 级 数 玫 乎 处 处 一致 政 
Bt. 因为 函数 /av( 蚊 是 连续 的 且 对 不 同 的 上 和 固定 的 % 有 不 
相交 的 支 集 , 故我 们 有 

o a= max | Bs Parfe | 


Ustel | b= 


aC aatia max [fa]. 
kepisan 


因而 
Pla 2? Sn) EP OHO max | gyal Somi dn). 
k-i . 


< JP > 28) 











G 
因为 Š ramad Y ec, 


根据 波 莱 尔 - 康 特 立 引 理 , 我 们 有 
P(a,> 2-8 fm" i0.) =0, 
HESH Has 227a < (8.8.), 


所 以 , 妖 数 名 .8,3) 式 几乎 处 处 一 致 收 笋 ， 现在 指出 WO RA 
布朗 运动 的 性 质 (i) ~ (iv), 首先 注意 到 2.3.2) APRA A 
限 和 是 独立 高 斯 变量 的 线性 组 合 ， 所 以 4 本 是 高 斯 变量 的 极 
PR, SC bE (ee (ty), wa), >, WEE) OS << <A, 
ARAB. BR, 由 于 Bol) 一 0, 所 以 向 景 的 联合 分 布 
HBT Ewet Re, 现在 因为 变量 gas 的 独立 性 , 我 





们 有 
0 人吉 人) 
=E > Un Franlt ) p> Juan fuss) 


=f ola) oE) + pà pat pault) fan (ey), (2.3.4) 


为 了 验证 (3.3. 当 式 中 最 后 一 个 和 式 ,考虑 一 个 区 间 上 示人 性 函数 
f 1, WẸ csat, 
ZOE 9 ME ixx 
的 答 尔 展开 式 ， 由 (2.3.2) 式 ,我 们 有 
Zan) 一 局 x infiel), 


其 中 mu 一 tonl) ian ds = fili). 
由 (2.8.1) 式 ,有 


OOL 
ROLO 
“DBI AOO 
=F E fent)fant). 


由 此 得 到 ， 
Ew CE) wt) -f Xiti {s} Xoty( Ses =i Als, 


OSA RAERNEAT EAGDM GD), ARG 2G) we 

BHR, Be, u(s)-w(t+s)—- oO EAM, KAA 

(SGN, =, WR DA-TRE BMA. SA Hw(s)=0, A 

由 GD 得 到 加以 (3) =s, 对 所 有 ust, 增 量 名 (9 独立 于 wu), 

因 汶 由 G 训 得 到 . 
Elwt-+3) — w]e -u—u=0, 
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这 正如 我 们 所 知 的 一 样 ， 不 相关 的 高 斯 变量 是 独立 的 ， 这 样 ， 
ww(s) 是 布朗 运动 是 与 二 无 闫 。 Hw) PHA tH 1 PH 
到 ， 运 用 哈 尔 级 数 , 构造 [0, 1] 上 独立 布朗 运动 的 序列 {wy( 们 }. 
令 . 
wt) w(t), ME OKEI, 
=wo(L) +a (i—i), MRI<t<2, 
=o (L) +, (1) 十 wa 一 2), FR 2<t<8, 


容易 看 到 , 对折 有 :>>0, 此 过 程 具 有 性 质 GD--Giv)， wO 
算是 连续 的 , 但 在 任何 点 上 都 是 不 可 微 的 ， 下 面 证 明 这 个 事实 
E WORKA OCLI WM, 那么 在 革 个 区 间 内 必 有 
jw- w(t) |< |t—tol, 
os KNEW, NTIHBET t HO hMi RI 
有 | 
| (ts) — wea) | <<} (ts) — wo) | + | (to) — wta) | 
<K (|t1—fo| + [to tol). 
HE i [nto] +1, 6<9<t+3, mj nita =G Ln, 对 充分 大 


的 “得 到 
e (i-e 
EHE WERA ty ALAR’ SFE 
B=(WJUM U 


Kal mo lnom O<ctentl tof ct4+-3 
(Gea) 
中 , 我 们 将 证 明 BATA PR O 的 事 侍 的 并 , 因而 PCB) ~ 
0。 事 实 上 , BAER AGH), 


* BB : 





PLD Wada (e204) 2) 
<pmer(e G<) 
“bee [20 Saal 
<lim On? =0, 


_ 807K)s 
Hp g Vis 


TEHER Cv) Al COTAS eh) Rd AE. 

& Fy 是 对 所 有 s<t 和 所 有 实数 a, 事件 {w(s)<e} 生成 的 
QF IR. PREP r, Darco, 如 果 对 每 个 i>0, 事件 
{e< CF, 就 称 它 为 停 时 (或 马尔 可 夫 时 间 )。 AMPREX 
的 首次 通过 时 间 5 是 停 时 , BY 

从 一 min {i wt) =z}, 


RX desin U {20> the A, 


al r= ġFist 
BEO {ro< 生 一 -Y fesil E s, 


《VY) 令 5 是 一 有 限 停 时 , 置 

DEQIBN < CF, MAIO}, 
w( 引 的 强 马尔 可 夫 性 就 是 说 它 具 有 下 述 性 质 ， 

P{wt+7) €Bl.F,, wls) =a} 
-Pu EBO) ~, 
Ht s<t Hb=wlr), 
由 性 质 (v) 可 知 布衣 运动 可 以 在 停 时 重新 开始 . 更 精确 地 
说 ,对 上 所 有 <r, 
Ww 
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是 与 s 无 关 的 布衣 运动， 强 马 尔 可 去 性 区 证 明和 布朗 运 动 的 进 
一 步 讨 论 可 见 文献 [37] 及 [65]. . 

MEA A ty hye ltt 和 向 一 个 随机 过 程 
有 : 

E\n(t) | < (2.3.5) 

Bio) |e} =a, +, 0) =G}—a, (2.3.6) 
RU RR ER, 

(vi) 布朗 运动 是 扶 。 RER23.5) BRR, Hw) 
的 马尔 可 夫 性 和 性 质 (iv) 有 


OOo Vane y 


(æ — yet naaca) 
~l Ir (#—8) 


4 go E-G- _ l 
l fot 
因为 第 一 ABS ORL Bs (a YMA wR, MERA 
为 零 ,第 二 个 积分 等 于 工 
BA Be 

pE) = et go>) 


事实 上 ， 


Bo aE a 
Dat 
7 Gs/ 
= da=1, 2.3.7 
er aan 
i BA ASR (2.3.5), Bee 
az (E = gwt) waji- (arene =s) {s) 
a Mae (gy) 


=2(E—s)x(s), 


Ejo = 


ia 


. BF + 





其 中 X(t 一 2) 与 a(t 一 各 有 相同 的 概率 律 ,但 由 性 质 (六 , 它 独 立 于 
w(s)， 因 而 , 由 (2.3 .中式 ， 
His (H |v) =2} = E{a(s)2(¢—8) |a(s) =a} 


=aHu(t~s) =a, 


82.3.1 

TESA FFI ie eR. 

G) wt. G eenen (VET eC 

Ba ET Pt EP RRA EK, Fos) ERR, 那么 对 


任意 “0, 有 
P (max sH >a) <Le@Qvo ， (2.3.8) 


这 里 ztT) V0=max(0,2(P)), FRE, &B— {max a(t) >a}, 
其 中 OSHA eRT E O, T] Pea ey, EB 
DE) <a, MOTH jci, o(4) >a}, WR 64 RAH B= B, 
BN BP, THES co ÈO Patt Gee) B 的 示 性 函数 , W 
全 BrTIVO SE (a(P) VO np 
= 3} BLP) V0) al> BoD) xs.) 
= BBL) wt) a} 


=$) E (oa) >a 3} P(B)~aP(B), 


国 而 人 2.3.58) 式 可 由 连续 性 得 到 ， 
最 后 , > 
wit} =(0i@), ws Walt) =D, 


HOB w(t), +7, Wet) TSENG — AiG I oh, Pe we) n È 
布朗 运动 . 
WH) RRB 
PIWO ERIWO =x} | oe ay, 
(2.3.9) 





.第 三 章 ”随机 GRE) 微 积分 - 
31 引言 


在 布朗 运动 的 最 篇 单 物 更 模型 中 ,常用 朗 之 万 方程 (2.1.1) 
来 揣 述 由 白 噪 声 型 的 力 ( 由 于 与 较 小 的 流体 分 了 碰撞 所 引起 ) 记 
了 驱动 的 质点 的 运动 ，{2,1. 仆 式 给 出 了 朗 之 万 方程 的 解 


yO) yo +o | oF) ds, (3.1.1) 

HP PO BARA, 由 第 2.1 8, PH WO AERA, 
7 if 

wit) -1f f(s)ds, (3.1.2) 


BREA f(s) =gdw(s)/ds, 但 因为 wt) ERR ANT BAY, Dr e FCs) 
不 是 一 个 函数 ,因此 , 解 (3.1.1) 式 不 是 一 个 严格 定义 的 函数 , 在 
《3.4.3) 式 的 简单 情形 由 ,此 困难 按 如 下 方法 解决 ， 对 (38.1. 
式 运 用 分 部 积分 并 借助 于 (3.1.2) 式 ,得 到 
yD) =o +g w(t) ~ By J 029w (8ds, 

(3.1.8) 
因为 (3.1.3) 式 中 所 有 函数 都 是 严格 定义 的 和 连续 的 , 这 样 可 按 
(3.1.) 式 米 解 释 解 (9.1. 允 式 ， 此 方法 可 作 可 下 推广 ， 令 了 ( 
Al gE) Mt aixb 有 定义 ， 对 任 一 划分 Py aS laei 
b, S 

S= FED lal) g 
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POP hhc, MUBAELEREI im Sz 一 ,其 中 
[P| ~max( ea) 
HIRIOKT OHNE REN Gticljied Mt, ERN 
T= f AOO. 


众所周知 cm, J oO EA RARER, W oO AEA 
WEIN A FM, 那么 I He, 更 进一步 ,如 


时 | sO dg) eete, We [oF 也 存在 ,县 
WOOO OOO Oa. 
如 果 (ORTH JOS FORA RRB: HA 
f FOO- IO Ot, 
ER (3.1.1), HRAN y(t), BM 上 g(a) £(6) ds 加 让 
| sre)as=), gaw Ce) 
eG) wj wr 

KERE, 如果 9( 加 是 WOREN KARKR. DRAR 


单 的 一 维 情况 下 , | oO die OA A TATE NS RA 


as; mR ZB 的 随机 力 与 解 有 关 , 例 如 
3 (3.4.4) 
BA, 3. 分 式 实质 上 等 价 于 (由 定义 ) 积 分 方程 


yit)=yo~B | y(s)ds+ | a(y(s))dw(s), (8.1.5) 
因为 (8.1.5) 式 中 最 后 一 个 积分 不 能 用 标 难 方法 定义 ， 所 以 


a Bi = 


BLORKRHEMBY. All, 发 展 随机 微分 方程 理论 的 第 一 
步 应 是 定义 随机 积分 . 


3.2 伊 芯 随 机 积分 和 斯 特 拉 脱 诺 维 奇 随机 积分 


下 列 随机 积分 是 由 伊 茧 给 出 的 ， 念 
onli) = { i nja astm bd, 
是 区 间 [4, b) OREM, 对 于 0<a<b<T, 定 义 
OOOO 
如 果 了 (加 是 [0, T] ERRER, BA. 
f(D) = Sete, 
Hp 0m nmb, EM . 
[fad oltu) — 0H). 


注意 了 (加 的 信 是 取 在 划分 区 间 的 左 端点 ， 函 数 了 (人) 可 以 是 随机 
HM, 例如, (站 可 以 是 的 函数 、 在 后 一 种 情况 下 , [OS 
SHA (bed) wa Ovo BY, AGE >, GME CHa) — 
a (ASL RR SOR WETE, CRT RT ow) 
(<i), MARRET AR TRS PE SO), 
BUHE SOWO aL Med Le LE 
FORMERE A fy HABE, RNA FAMARI A 
性 质 ， 令 7 和 9 是 两 个 非 可 料 阶梯 函数 ,那么 
G) [FO +g@] do 


» G2 = 





bi 
[Peewee +f" ya am). 
Gi) [lof @aw(e mo |” Faw, 


0 为 任意 常数 . 
GD 如 果 了 和 yg WE 
人 [EF+ Eg jdi co, 
WA 
rf Fdw) =0 (3.2.1) 
和 


Elf fad yaw] -人 BFS 
(8.2.2) 
HERG) MG) RA WIE, 50 (3.2.1) Ws SO HART AY A Be 
的 假设 得 到 , 因为 
sf f()dw(t) = 1 Ci Sa 
= Sa Cf (Gi) Bev} 
-Z EfG) BS. ~9, 
为 了 证 明 (8.2.9) 式 , 先 从 了 一 y 情况 开始 . .于 是 
S=E [f KOLZO =E [各 KOLI 
= > ELF Sw] (fC) dn], 
WME E RA . 
ELS (tr) deo) Lf G88] = BLF) swf tH) 1ES0=0, 
因为 do 独立 于 dv, fi) ASG), BH, 


> B33 


SH EL F CG (wy -= Ef? (t,) Erw)’ 


-$B B86 = BD, 


其 中 8 一 各 ri 一 丰 。， 上 述 我 们 已 利用 了 Elw id) w 
在 2 一 如 XE, . o 
为 了 证 明 gH f RG. 22DA Rgt, TE 


E [È ftw f =| E fiai 


-f gpa] LER Ag @]dt+ (a cat | 
ò ` Ig o gor, 


S 

-E [Fr] +28 fsa) van]+ [ f gaw] E 

=f E alt 十 23 及 i flaw 人 gdu] +i Bgsdt. 
因而 得 到 (3.2.2) 式 ， l 

BEA ee SO HiS 
farO <o 
所 组 成 的 类 用 五 st0, T] 表示 .下 面 将 证 明 ( 第 3.8" 节 ) 对 
H0, 了 了 ] 中 任意 函数 了 人， 必 存 在 阶梯 函数 序列 fg, 由} 使 得 
M a oo BY, JLF ARAE RSE 
[lfO -gD lao, 
mAH 2 ht, AF CE LO, 到 ,几乎 处 处 一 斑 成 立 
| gul) ORR). (8.2.3) 


但 





我 们 定义 
f Owr (Oxt<T), (3.2.4) 
因为 对 于 每 一 wg.(s) deo (s) Aa SOR a (Oh ft Ar) AES: 2'8) 


RRRA, 所 以 积分 | Sdwa) t 的 几乎 处 
处 连续 函数 ， EHO 8.2.4) FMEA (oO) BH, 
SNE BUSS (8.2.4) AH BE AR BU A RA, 
习题 8. a.d 
SPD, =] 是 L0, -) 上 所 有 平方 可 积 实 菌 数 集 - 如 果 了 和 3 是 
DEO, =] 中 的 元 素 , BAC Dof fed MICS, 办 分 别 是 内 积 


和 范 数 ，Z2[0，-= 上 保持 内 积 的 变换 时 做 正 交 变换 ， AD AT TAS, 
GEL, oo] 有 总 (站 NE 分 例如 取 站 = 了 的 傅 里 叶 变 换 ， 
AUB O ARAN (Parsoval) xt, v 是 正 交 变换 、 证明 如 困 r 是 正 交 变换 ， 
那么 映射 


gel) = | rans des) (3.2.5) 


将 布衣 轨道 映射 为 布朗 轨道 . 
TRA: ALG .2.2) RAR RAS G.2. 多 存在 i 


显然 , 如 果 fC) ae EM, Ba, FOAM 
HR AGRA, 因而 
站 Dead OOR OO KOLKO 
(3.2.6) 
=E 8.2.2 . 
求 积分 (3.3. 0) ARR REE, Hk 


下 一 步 我 们 计算 一 些 有 用 的 积分 ， 首 先 考 起 积分 
[walt). (3.2.7) 
因为 w( 蚊 是 几乎 处 处 连续 函数 , FURR 
y(t) = Bl wb) toto (0) 


在 la, 51 BRR F w(t), Hp a+ sl — —a)/n], 6=0, 
+, %, Wy(t) BS A 


ROLO Bed Letina) 60], 
因而 
IFS (02 (tas) a ~ Lubes) OT 


~ 三 Duh) —w*(@)] 一 可 is (Sw), 
其 中 dow (ty) el). F 
hh 号 (80), 
FRA Brym S600) = 5} (oat) Ba, 


我 们 将 证 明 当 mw 一 co Rt, RERA 9. > b-a, 事实 上 ; 因为 
(Sao)? 是 独立 随机 变量 , 枚 . . 


Varn, ~ 3 Var (Sw)?, 
这 样 ， 
Varn, = S {B(3,0)*— LE(8a0)*}7} 
S S Bw). 
四 为 80 ENO, vinuri AA 
+ gE . 





出 toT teh} 


E@w)* = 全 Saat dm R(t t)", 
由 切 比 晓 夫 不 等 式 ( 见 第 一 章 ), 当 mw- 一 时 有 


Pi{lm— Bn, | >3}<—* Var" <55 (inam i 

8 Ge), 0 

& n ” 
所 以 当 ww 一 co It, 依 概 率 有 加 > Enba, HEHE 
ae > A E) -ao 一 二 人 -ai 

因而 | 
[,2@ dw (1) = AORO 0-2), 
(8-2.8) 


这 与 经 典 积分 不 同 。 
在 对 移 浊 现象 建立 模型 时 还 用 到 其 他 类 型 积分 , pumy 
后 向 积分 


P swe) ew lt) 
mln (G0)) feo tua) WH), 
其 中 0 
S=max(ti:—-%), WR SJOE, BA 
Find) =f (wy) + [eo (ier) ~w EIS Cw (4)) 
+ Feo (tra) — te) PF CE) 
2° , 
Ep i EuGH Gup ZBA IOR. MA 
OOO, 


+» OF a 





PrE ZOONA 
因为 当 8 -> O 时 ， 
ES = S E F (WGN) ~ wt)” 
= Si (tie 4). (wl) > fE F'luEdi 
BY Pea, 
类 似 于 (3.2.8) 式 的 推导 过 程 , 当 8->0 时 , 有 Var S- 0, 因而 由 


切 比 晓 夫 不 等 式 得 到 有 一 了 8 -，0， 和 式 
re St Le as) — BEIE, 
ps 





RATS, 因为 
BIT|< x | ae- ELEL 





< FHA wiu) w BI E 
<0 S) {(tua— 0) HLF") PP 
<80 S ust) BI EPPA, 
其 中 ORs SO) FSA, E EE Ea 
fo CEI EOP ac 
所 以 当 $ -> 0 时 , 可 得 出 HIT |-00, 类似 地 有 VariT]->0, i 
CB Fwd) 
=| fw D+ FD 


中 68 = 





=M 3.3.3 


求 值 
B) f wydala), 


JABA Oon 
定义 二 阶 积分 
fF AO Ta Plime wd, 
证 上 明 
T J 
| Í O Edw) F=f fC) di, 
《 见 文献 L383) 


=) 9.2.5 
RUU EN L= [POLO ERAF a> 24 1.=0, 
另 一 类 随机 积分 是 斯 特 拉 膀 详 维 奇 (Stratonovich) 积 分 cm 
对 于 wo (NB, 其 积分 定义 为 
Sf" fw), Haw 
= lim 5) p(B wes) is Jw (thea) — w(tyi, 


a9 
23.2.6 
假设 了 (x, ) QUEM, 运用 后 向 积分 的 讨论 方法 证 明 
of" Fw), awe" Fees), (ao 人 
yf? 5 ai 
+EP fC, dai, 


e 69 + 


其 中 Fale, = SEG, 1), 


3M 3.2.7 
证 明 ， Œf MOETE =D. : 


Fie RU RSLS REE RAM, 例如 
积分 的 基本 定理 
Hf fw)dw= flw@))-fw@), (8.2.9) 
及 分 部 积分 和 其 他 性 质 . FTE (3.2.9) Rw. BR 
了 (2) 有 三 阶 连 绪 导数 了 六, 产 和 产 ”"， 那 么 根据 中 值 定理 , 有 
p (BGO Fe) ) Fao tins) oH 
SSOD- — fees) eE poce, 
(3.2.10) 
Hp é E w(t) w Z BRAA R R i RAR, 可 


FAG.2INRA ARAE (8.2 DR RA 项 的 和 
式 与 习题 3.2.5 一 样 收敛 于 零 ， 


习题 8.%:8 a os i 
证 明 : 斯 特 拉 赔 诺 维 寄 积 分 满足 分 部 积分 和 变量 变换 规则 , 
习题 3.2.9 


TENG, 和 式 
5 CED, tO + FGalt, ah tees) Ewa — wid] 


Be SF SB 
a TŪ oe 





5A 9.2.10 
运用 和 式 
fDi 1- a), Lead = wid] 
定义 积分 Q) Ta 其 中 0<A< NF ASL AROMRER: WEAR 
Pp 得 到 斯 特 拉 陪 诺 维 大 定义 ; 对 于 1 一 0 重新 得 到 后 向 积分 . sof faw 
if fdo > PIR | 


下 一 节 寺 论 斯 将 拉 赔 诺 维 奇 积分 的 进一步 性 质 以 及 用 伊 朋 
随机 积分 和 斯 符 拉 脱 诺 维 奇 随机 积分 对 物理 现象 建 模 的 问题， 


3.3” 随机 积分 的 构造 


令 Fy e(s) KER O FER oti, ORE Fi 是 
包含 所 有 事件 {w(s) <a) 的 最 小 o- 代 数 ， 其 中 O<s<i, a= 
数 ， 一 个 随机 函数 了 (让 如 果 关 于 F ETM, 称 它 为 非 可 料 
的 ， 特 别 , 非 可 料 函数 SOMA a> 0 与 wlte) -UCAR 


DRS E, TI MERA P| P@ai<eo ]=1, pe 


H,[0, 四 中 非 哥 料 阶 梯 函 数 已 在 第 3.2 节 中 定义 了 随机 积分 . 
我 们 将 首先 证 明 A, 站 中 简单 函数 的 随机 积分 有 下 列 性 质 ， 


a moxp[| Owo -if Oa] 
ER EXE WM FORA, BA (8) dw(s) ew), 
已 在 第 2.3* 节 中 证 明 过 exp [ow() ~ (09/2) ARE 


-Tis 


Bexp lew) -5 让 =İ, 


MRIORM BAR, T oy DLR EC AM AE 
动 ,同样 可 以 证 明 此 亦 为 真 。 下 一 步 导 出 一 个 有 用 的 不 等 式 . 令 
ORAL, 下 中 的 简单 函数 , BA 


P [maz(| F(s)dw{s) -号 | FP lds )>8 | <r 
(8.3.19 
因为 用 af ORBLE), 可 闭 到 (3.3.1) 式 等 价 于 
ppe eroof ror) >] 
=P (max f(z) >a], l 


H ACRE, TAA (2.3.8), 得 到 
P[maxh(Z) pet) <o BA) =e, 
因而 得 到 (3.3.1") 式 . OS 
a mÆ {f.(4)} Æ H0, T] 由 简单 函数 序列 且 
PIP fi(s)ds>2"1. 0. |=0, 
AMER > _ 
P [max f fCsy wts) [>r (2 Mog wi.0.] -0. 
| (8.8.2) 
证 明 E ae (2 oga) 2 和 及 一 (2 og SA . 


P [max fn(s)dao(s) >v (2+ logn)” 3 | 
<P [ma f,(e)dw(s)~ $f" Og 
-号 | f 3@)as] 


s 72 + 





<P [ max (J f(s )da(s) 


=i 


-4 i Fods > 28-210] 


<P [e(o $f rere) 

>y(2 loga) (2log) 

= (%1) (27 tog nm) | 

a og nh ， 
对 无 限 多 个 “此 不 等 式 成 立 ， 现 在 , 因为 ay 一 IT>p>d, 故 有 
Dv OP <o0, 因 而 由 波 莱 尔 - 康 特 立 引 更 和 对 f.( 引 的 所 假设 
的 估计 可 得 (3.3.2) 式 ， 下 一 步 ,对 Halo, 了 中 每 一 函数 了 
HATO SOSA, WESS HL” 所 (9) 员 一致 收 
ATEM. BI fOa.9. 关于 # 可 积 ， 它 几乎 处 处 等 于 它 的 
积分 的 导数 。 因 而 , BAG) =2) fO ds, 其 中 当 s<0 了 时 


t-a- 


f()+0, 4 kco h, A fO, AA PORRE k 
函数 , HY m> co 时 , EEMB N Fa) fC) 
Biker A). 其 中 [四 是 小 于 或 等 于 = 的 最 大 整数 ， 因 为 


2 m—> oo $j k => oo Bt, 
P EO -Fna Oa 0, 
对 于 每 一 能 找到 一 对 足 标 m, kE 
PI O- Fn am] <2, 
EX SÀ Fma), 由 波 羔 尔 - 康 特 立 引 理 得 到 


t Fae 


P [f (FQ) -AA d> io. |=0, 


wim PIFO -SaD dt>2".0.]=0. . 
由 引 理 得 到 
P {max |{ TAO -fa O] do(s) | 

p (2+ Jog n) i.0.] -0, 
PREM n> oo 时 ,| 记 .Gaw 人 9 几乎 处 处 一 致 收 敏 于 一 个 极 
限 , 所 以 我 们 到 和 

fav= mn Hao， 88.2 
fe MEL SMG ALES, 因为 每 一 积分 | Otel 
是 连续 琢 数 ， 而 且 (3.3.8”) 式 中 的 收 贫 是 一 致 收敛 ， 故 名 信 
7GDaw 人 ) 是 ss 过 续 函数 


习题 8.8.1 

IARR (3.3.3) SBIR, | 

3) 8.3.3" 

ABRED EN: 如 果 

P|] P@dt<oJ=1, 
那么 | PODS 可 如 下 定义 
q 
[psf rouf roa] 

5] 3.3.8" . 


FEH T] 证 明 


«74s 





AG) = exp[ f f(s) dCs) — If Jaa) as ] 


EERE RAG <1, [6] 中 给 了 一 个 例子 ;其 中 本 (的 < 二 ERA 
定义 是 将 (9.8.6) 式 中 最 后 一 个 等 式 换 为 “小 于 或 等 于 ”的 不 等 式 ， 





习题 8.8.4* 
对 所 有 fa ELO, Th ESS, 


习题 98.8.5* 
证 明 ; 如 果 . 
E exp (GFF at) om, 
则 Eoxp [fo wif ral- 
=) 8.3.8" 
证 明 
| E= KOLO) 


Re. . 


3.4 随机 微分 和 伊 芯 公 式 
令 a(t) Bi b(t) de HEO, T] PET = ea) ESIR, 
且 对 所 有 Saches T HR. 
olt) aa =|" a(t) dt +f RIOLO) 


则 称 oC) AR TIK. C 
do a(t) ditb dwe), (3.4.1) 
例如 , MRS oG) =u”), 那么 由 (3.2.8) 式 ， 
w(t.) —w2(d) =2 上 w(t) dw (4) +f" dt, (8.4.2) 


« 7H 


因而 dw (t) =1dt+ 2w dw, 
a a(t)=1 1 bG) =20(t), MR SO AAG, I 
由 3.2.6) 式 ， 
F (ta) w(ta) —f Cr) Ga) 


=|? same) + f" wey at, 


dF WD] SDD + wd, (8.4.8) 
其 中 dD 一 fd 


因而 


>Hi 8.4.1 
ER: 如 果 zt 从 有 下 列 微 分 ' 
dett) =alfdi bdul), 
MA SOB ie ee, 那么， 
dz FN = a +f Pde, 


下 一 步 导 出 计算 乘积 的 微分 闹 风 ， 令 dni) -aldit 
b(@)dw(t)(@=1, 2), A Qf 六 和 (个 是 Hal, T)] Pay wa, 
首先 考虑 最 简单 的 情况 ,和 如 是 常数 。 HA + a(t) mal 
attbwl)@=1, 2), 因而 

By mb) meld) 一 gifD)asfO) 十 [zafD)as Fa(0)as]s 

+ [mC0) bawa (0) balto (E) Hiatt" 
-t [abat Gad] to (8) + brbaw (i). 
”又 微 分 , HO.4.2DRAG.4. RA 
dlee ekt] = le (0) a +220) ey + atat 
+ (Cabst asdb) w(t) + Bibs] dt 
+ [labat ab t+ babaw (t) dwt) 
= 0, (état, lt) + a(t) dey E) + brbadt. 
(8.4.4) 


e766 





HPT MCO, Ta Br BT BR a O G, AAS 4.4) 1 
Mic, Amey 五 [0， T) PER RR a(2) AO 
SURI, 得 到 对 于 AO, 四 中 所 有 i Be a(t) b(t), (3.4.4) 
REET. REHN 

ECE t)] =a deai) EALLAOR LA 

(3.4.5) 

HE SIN BUR IU AS AETERNA bE) baat, 

FOS, TE OOMEBSRRNESD, 运用 数学 归纳 法 ， 
KB.4.2)RAS 4 RBA, HER me? H 


dwt) =n [awl t)} dwt) + mm D O a dt, 
由 此 得 到 , 对 任意 多 项 式 Pr) 有 
dP (w(t) =P’ (w(t) dt) + pw) de, 
, (3.4, > 
因为 在 任意 有 有 办 区 间 上 ， 任 意 二 次 连续 可 微 沙 数 六 人 与 它 的 
AOR OWR—-BALE, HERINN see pea Me 
Pa), (8.4.6) RR, a 
SM 8.4.2 
对 上 一 推理 补充 缺少 的 细节 ， 
下 一 步 导 出 随机 微分 的 链 规 则 ， 我 们 从 形 如 D(a, i) = 
由 [gf 有 的 函数 开始 ， 其 中 引 Mp BEM RH, 
(3.4.5) RS 
dD(w(t), D =p(w(lt)g’ (A) dt+ ga wn) 
= [sw OFF WHO” WO) L 
+9 Od (ww) ew(h), 
和 a 





即 
Iwa), = (Sw, ) +4 Fw, oes 





aah 
+ OP (we, D) du 人、 BAT) | 
EERON AM Öle, 为 在 RP 的 紧 子 集 上 可 用 “退化 "函数 
有 (及 一 站 凡人 和 人) 


一 臻 逼近， 我 们 得 出 对 所 有 闫 滑 函数 Ol, 如 ，(3.4, 办 式 成 立 ， 
注意 ,如 果 OC, 芒 是 非 可 和 料 随机 范 数 , (3.4.7) 式 成 立 。 

最 后 用 任意 可 微分 过 程 代 蔚 wh), 4 e—a P E, 
它 的 微分 给 定 为 

dat} =al Odi +I dw), 
Et a, bE HLO, T], RS ftv, 办 是 一 光滑 函数 .首先 假设 
和 =at att bwit), 
其 中 wo, 4 Ab 是 常数 ， 那 么 
FO, F=f (v0tatt bw), PD=O wi), 1), 

Kp O(a, D flotaba, ), RNA . 


bË fa ~ | 





Ta 
(8.4. AB | 
df(o(#), D-DD 
-| 如 GD, +a wm, i) 


Fey Fol bs 


+4 b SF (ae), i) Jae 
+b ,af at, Ddwl. (3.4.8) 


= 78 >» 





因此 , 如果 & 和 Hs, THER BRR, (3.4.8) 式 成 立 ， 对 
FAO, 四 中 所 有 通 数 a(t) ALC), MENERA.) 
也 成 立 ， 等 式 (3.4,8) 称 为 伊 世 公式 ， 它 用 附加 项 
is, & 
Zo Gui 
修正 了 经 典 的 链 规 则 
af (alt), © = dn Of at 
êf a 
=F (adt-+ bbw) +E dt, 

对 于 多 变量 函数 , HFIEF PRAS. 4a) ialt), 
+, Qn( 拉 ]” 是 一 向量 ,BCD) = (by) basen BT BH BRIN E 
BE, we) = [ror (d), +, (ED) 是 独立 布衣 运动 的 向 量 , BE 
Ba ABE WORTA. 4x()= la, =, oO]? 
是 可 微分 过 程 组 成 的 向 量 且 假 设 

dx =a aT BOWw. 
Ine f(x, Ode ot 1 PEM x= [my wj? 了 和 的 光滑 函数 ， 
HS co PHARM EH 
SaO )=[(Fa@, ) Fat) Vf XO, D 


& 
+ Py clt) af (t), ‘| dé 


of , 
+ PR 2u SF x @), Ddw, (8.4.9) 
其 中 ， oy= 5 (BB) y, 


2M 3.4.3 


给 出 二 .4. 归 式 的 推导 细节 。 
. 79- 


习题 3.4.4 
EH 
#[J) £@ wo] = ~ 2m on CRD Call" feau) 六 ”Pa 


“lz Om- Det | Ey" as, 


LAB. 对 pCw) 一?" 和 zC6) 一 | f(D)duwls) BAP MAR. BARE 
《li6lder) 示 等 式 ，1 
斯 特 拉 脱 诺 维 奇 积分 的 链 规 则 是 经 典 规 刚 
DfEE), H=file@, dit felat), Hawt), 
(3.4.10) 
事实 上 , 令 4(f) 是 可 微分 过 程 , MARERPRER RPS 
dolt) =a(Hd§+b (dwt), 
那么 , APRA, 
Fal), N= fot), to) +f AEO, 8) 
+a(s)fe (als), 8) + Dalel), 8) | ds 
+f DDS), Ddw). (3.4.11) 
运用 习题 3.2.6 eB, TI 
f DOFO, 8) dw(s) =(S)|" B69) falas), Ddwl) 


Sha wis) DFs), s)ids, (3.4.12) 
首先 有 dt/dw(t) -0, 4 dt > ORY, 


a ÈD = 





PC foi e)=P (14e!<2) 


工 dive 


= ae giad fo 
w —4t/e 
—Ae| edzD, 
WA . 
由 此 得 出 当 de> 0 时 ， 恢 概率 有 由 /dao > 0， 央 而 对 光滑 函数 
ZOR =i 
. db(g). _ _db(s) 


Tus) ds ey 
且 ec- falala), 2) #2 


dws) dwls) 
现在 An(t) +B dw oldi), 
所 以 当 此 一 0 时， 
doi At At) 
OTOR a+ So a(t), 
由 此 得 出 Pk 3), 
Ri 
PEGG) 9) HO fuels), D+ Ile), DF ZION 


a. 4. 18) 
把 (8.4.18) 式 代入 (3.4.12) 式 ， 然 后 把 (3.4.12) 式 代入 
(3.4.11) 式 , 得 到 ， 
LEO, DFE), 二 二 Lie), 8) 


+( (0) 2) fale), 9) ds 


+ (8) | OLEO, 5) dwls), 
油 而 得 出 (3.4.10) 式 ， 


* Ble 





习题 3.4.5 
假设 
dr martt), DRIED, Diw). | 

在 这 种 情况 下 , (3.4.10) 式 是 而 成 立 ? 

习题 3.4.6 . 

Sol) =e", NM 3.2-6 AGADER RREA 
ERP dardoa), TEP RMX FA dal) = aG) dws) + 
ieod, DP RAS HR 





习题 3.4.7 
PULSE TDM Be? 的 简单 方法 , 加 为 
eal ra o» dat f'o eo dw(s), 
AmE kewsir df Herds, 
ù 


Hh 此 得 Bete ea 
运用 相同 的 方法 计算 Varet, Be, Varsinw(t)@ Vareos w(t), 














>} 3.4.8 


4 do) =a Hd+bOdw@, AA a 人 的 和 OAREwK. Kx) 
B47 7h EH PE AEE 
Bet), Vars), Ez — Ext) (3, 4, +), 


=) 3.4.9 


SmOnnO AVA hee OE RAF FH dt. Sue) 
和 ent) EST Se eT 
digg (2) = — sin. a (fF) dq, + coax (th dwg 
dult =cos r (deo, + sin a{t dwg, 
证 明 aCe) FUT ety (0) SY ae a i 








SR “随机 微分 方程 


4.1 基本 理论 和 线性 方程 


链 机 微分 方程 
dælt) --a(a(t), Odi+d(@(d), Ddwl, v0 go 
(4.1.1) 
是 由 颁 芯 积分 方程 
a(t) n= Dg +p a(x (3), s)ds+ f b(a(s), s}dw(s) 
a 1.2) 
FEM, 

RE (4.1.1) ARRERA RA a(t), 使 得 olh, 
#)\*? ADG), 2) ATF ALO, T], BR ¢. 1.2) A. HF 
方程 组 

dx(f) =a(x(t), Hdi+Bx(h, aw) (4.1.8) 
可 以 司 样 定 义 ,其 中 
X= [er tes amity r al” 
Aw) = ma), + 2 ea) 是 独立 布朗 运动 级 成 的 向 量 ， pE 
机 微分 方程 的 最 简单 例子 是 方程 
dælt) =a(fdt+b( dwt), (0) = mo, (4.1.4) 


HED “的 mo 二 | aa 十 | DC) dls), 
为 了 周明 解 的 本 质 ， 我 们 计算 we) HEAR EE, BN 


» Bå 。 


pla, s, y, DER 
P@W)EAlz(s)=2) =f ple, s, y, Ddy (E>8), 
其 中 4 是 卫 中 任意 集合 ， 假 定 oO) MOO) 是 确定 函数 ， 随 
PLB C(t) =|" b(s)den(s) AMTES E R R H A ED) 
[o-u] 的 极限 , MORALESEN. Xi 
tO) a(t) ~ro- | a(s)ds 


EESTE, 因而 
plz, 3, Y, N=- eWay 
其 中 w= (a(t) |a(s) =s), 





RRE ECE) e(a) =a + alu) dee 作为 随机 积分 的 期 
望 等 于 零 ， 同 样 有 
v= Vare(t) =E [f badou) | -| B(u)du, 
因而 . | . | 
ple, s, y, = 2a f odu] = 
t a 
—ly-a-- d 
omy Te fee) | 
al! Ca ， 
JÆ dii f 
EAO LOSRRRERREE pE sy D ARURRRIIB 


op. 1 Bp ap 
ae) Bas) By? act) Oy t>4, . 


PO s y Hoey, H ths 





的 解 . 
184 + 


i 


Ht 


TIER 





习题 4.1.3 
| ve, sy DPN OR TEAMS. 


下 一 步 考虑 经 过 变星 变换 能 化 为 (4.1.4) 式 的 随机 微分 方 
程 、 考 虑 变量 变换 E(t) =f), 0, 其 中 way RELIRE 
, RAH RAR, 


E) [F (00), i taleli), Eeo, t) 
ty PO, OFLC, Dje 
十 je， Lee), dwt), (4.1.5) 
假设 f(w, ) ARF oH) RBM IC, d), TE 
fee Ò, D =a, Fle, À), =e 
MA (H =g E), 2), AMALDORGA 


KOECH, HABE), D 4.4.9) 
se 3 ) 


a, = He D, Otolgle, D, E 9 
Ò, D, 


Elp, 1) Bgle, ), t oLa (le, 1), 9. _ 


如 果 能 找到 函数 e, t) 使 得 : 
Bt, D tala, ofe D+ b(a, 1h a 
(4.1.7) 





(57 KA) E 





blæ, t) Ece, D-5, (4.1.8) 


那么 , 运用 gl, 站 ~w[ 因 为 (4.1.7) 式 和 (4.1.8) 式 两 边 都 与 x 
TRJ ,由 (4,1.6) ~(4.1.8) 式 , HEALD 式 可 化 为 (4. 工 ,4 
x. | 

为 了 得 到 可 化 条 件 ,运用 (4.1.8) 式 得 到 


i, 0- ois. yp 
下 一 步 对 导 民 .中式 求 关 于 % 的 导数 得 到 
Of +2 late, ê} ae [9 +i, D-FE] -0. 





Gi Ox 
因为 
PF _ 2f A | 
Ot Oa (m, t) 





_ [D/H os, t) PO ble, 0 /at 
b"{m, 4), 
ef ar BO) prn ble, D/ae) 
H r Al ble, |= -5 B(x, 6) 7 





ex? 
我 们 有 | 
BC Table, /BE ƏT ale, 时 
no -50| O rf «Fel io | 
1 Fbl, 27 
ez og) =o 
因而 ' 
AOR ale, „o/a 
APERE na 


对 (4 1.9, 式 等 号 左 , 有 双方 求 关 于 “的 惫 导 得 出 . 


a Bh{a, D/A 8 [ ala, t 
Ou be, 4) ae E) ez re +] 
+} OG, Db <0, | (4.1.10) 
KCAL QAM SAE. By nS 4.1.10) sh 
E 4.1.9) RawS to, HUQ 可 由 积分 得 到 ， A 
在 ,可 从 关系 式 6) blv, Df G, i) /On RE f(e, #), 方程 
(4.1. DRENT 


[3% +a (%, jet Bag, Zi) 0, 
因此 , 括 弧 中 的 式 子 与 4 无关, 所 以 extn ace), Pim, 考虑 


常 系数 线性 方程 
da: == az dt -+-bada, 


E zelng HERDER, 得 到 
dim( -4a G+ Bato, 


因此 :一 zt+(e~ 亏 Be bw 


o()) =2erp [(o— 4.9) i+ bo(D] (4.1.11) 


JA 4.1.3 


ae, =al) Ebla, H—d(@) 时 ， 求 出 可 化 条 件 《4 1. 10) 式 。 
证 明 在 这 种 情况 下 j 
Bt) =ef, ae f- 


: ray , |” ao) ly 
和 i= lo se bey) +S) be) 7? 四 上 
« B7 e 





习题 4.1.4 


Fal, th =alt)a oC, = ee, ELDRA a. LOR E 
求解 的 转移 慨 率 密度 ， 


42.5 
SER 
da [ex(t) + ACE aTa@ 4+ Ly (2) + rde, | 
令 mt) AAKAEWORR«@<-yO=0, WIMA, BoG@= 
POL, REPERI EE. 


JA 4.1.6 _ . 
找 可 以 化 为 线性 方程 的 方程 类 ， BRAK MDS EA WT 
化 条 件 是 
a 1 r 
gles ee ETOT @) =o, 


AH elr) = alr) /b e) 一 By @), 如 果 可 化 条 件 满足 ， 指出 如 何 实 ai 


ye 


在 讨论 理论 之 前 , 应 该 注意 到 系数 ale, O M O(a, D 必须 
对 一 co<s<eo 都 有 定义 , HWM oC) 是 解 ， 那 么 一 般 说 来 ， 
对 任意 正 数 M AEREN t, |e) |>M AER, WERA 
a(s, D Bbl, O 只 在 有 限 区 间 廿 有 定义 ， 那 么 可 以 扩充 到 束 
个 实 轴 上 使 方程 有 意义 ， 在 习题 4.2.8* 中 已 指 出 ,如 果 4 和 5 
定义 在 有 限 区 间 [w， 8] 上, BRA A Ki Co, 8l EF 
KMT RAMP. Go) 首次 离开 区 间 [a, BR, ERS 
系数 的 扩充 有 关 ， 

前 面 的 初等 理论 有 些 重 要 的 应 用 ， 第 二 章 讨 论 的 朗 之 万 方 


程 是 最 简单 的 线性 方程 
dolt) = —Bu(Hdt+qdw(f), (4.1.12) 

Heh g= [v 2678/m ， 它 的 角 oO) A Be E- e M 
(Ornstein—Uhlenbeck) "St, 它 是 布 裔 质点 速度 的 模 弄 ; 过 
程 %( 介 一 v(t, 忆 ) 作 为 随机 力 的 近似 比 白 井 声 过 程 在 物理 上 更 易 
HS, AAR wo) FEO, PA—-TRREHREE 
(RAAT RED RETENE t 和 和 s 上 的 相关 为 

Bu(tw -2 (人们 一 人 人 一 个， 
这 样 ， 3 相关 的 自强 声 仅仅 是 六 学 再 起 核 型 em hoy 
BEREE, HT 











ali) -rtf o(s)ds 


是 质点 的 位 移 , 20) 是 物理 布朗 运动 , 因而, o0) 是 物理 噪声 
BAD E (AA AE) 的 常数 是 描述 础 德 频 
率 的 参数 ， 在 碰 擅 之 间 ， 质 点 的 运动 是 完全 相关 的 ， 而 且 可 视 
为 是 直线 运动 ， 因而 ,是 布朗 质点 在 不 同时 间 上 的 速度 季 的 
物理 相关 性 的 度量 ， 为 了 计算 速度 的 相关 ， aA, KARS 
Fae CR A ERD C s 中 小 的 变化 产生 # 中 大 的 变化 ). 考虑 
到 w(B8s)/MB 是 布衣 运动 ,从 (4.1， 13) 式 中 得 科 D 
_ dy 8{s) = — Biv6 (s)ds+- Bp dwa (8), _ 
其 中 ae(s) (Bs), p= SBT im, H moV, 
-ERRES O 


vA(s) a= pfe PE p F ean (w), 


因为 das (a) /ds= Av*(v), 所 以 过 各 2s) = 2( 8s) 的 物理 速度 
o) 是 Bos， 因 而 
“ Ba > 


dsr8) -5 gesp f Be"! dw,(u), (4.1.13) 
Ee (s) -5 b0, 24 B->00, 


(3.2.2), 相关 为 
E{ [0° Cer) — Ho" (819) [2 (80) — BesCss)]} 
= rgt R f ana) dap 4 (us) Í enert- dwa (u) 
pat 上 Am Anu) (ot) du, 
BE acs, 我 们 得 到 
Cov ses), G) Be Po, 
FEY Boo 时 
Cov (ss(8), (8)) > ala) 
事实 上 , 如 果 p(s) EMM, 那么 
7 et) —pO) +tp.@), 
EF pO BARK. Ald 


Bf” podio (0) [odie [tpa eea, 
现在 当 有 一 oo 时 ， 
[a(t (eo dt | BO 人 tea" di Fr > 0, 
HO B— PRES lal) | <0, EEA Bo 时 ， 
[steep Gat —> p0), 
因此 当 有 一 co nf, Be > 34), MAALIDA 


foe, Dis f= wile), 





因而 奥 伦 斯 坦 - 乌 伦 贝克 过 程 v(t，B) 是 指数 相关 的 , 这 样 在 物 
BLE ~TPHARRE RRR REE RE, AN RH 
斯 坦 - 乌 伦 贝克 过 程 又 称 为 有 色 品 声 . 

让 我 们 考察 一 个 简单 的 例子 ， MERGES o ec | 


声 ， 
tant bev, (4.1.14) 


其 中 to 一 一 Bodt 二 Edan， 
MA, 4 boo kjo RAHEEM, A o EARR, PURE 


© GANDER BEN MADE. EA 


. a(t) =a exp [ato | v(s)ds |. 
@ k->oo, 得 到 
w(t) wet tot (4.1.15) 
另 一 方面 “极限 "方程 
dr=asdi+ bedw (4.1.18), 
AY A (4.1.11), 
a(t) =o xp [(e-4 56) ttow(t) |, 
ES (4.1.15) 式 不 同 ， 由 此 可 见 , 伊 芯 方 程 人 .1.16) 不 是 由 有 
色 品 声 所 产生 的 方程 (4. 1.14) 的 极限 . 我 们 将 指出 , 为 了 得 到 
ERR HARR. 1.15) K, si OBE: ROT A BEB BS, 
RE (ELIDOR. Py MSR BUN ETA 
ROBES PLUM, ip bl PRET He (4.1.16) SRY A ER, E 
(4.1.16) 25% 
dy [we Hot] =0, 
我 们 得 到 “正确 ”的 绑 果 
a(t) =o geet rele) | 
由 此 得 到 结论 ， 斯 特 拉 脱 诺 维 奇 方程 比 伊 蔬 方 程 更 能 作为 一 个 


a 3 





物理 现象 的 理想 模型 ， 令 E 

dali malat), Ddt+3(a(t), Dat) (4.1. 17) 
大 斯 特 拉 脱 诺 维 奇 方程 . 下 一 步 导出 等 价 的 伊 联 方 程 ” 如 时 
a6) 是 (4. 工 ,317) 式 的 解 , 由 (3.4.10) 式 有 


face Wa) = BG), sa 
+3f, +O, sdbelw(s), sds, (4.1.8) 
因此 , 由 (4.1.17) 式 ， . 
B maot f a, dist (8)f BoC, Situs) 


=a(ty) + f Late, 8) +5 a(a(s), Jile, s) Jas 


+f bew, dow), O (41.19) 
方程 (4.1.19) 可 以 写 为 微分 形式 So 
da(#) = lala), jtt be, De®, ohe 

PG, Daw). E (4, 1. -20) 


7 JR (4.4.20) 是 GLa HOME thst. ERTE. 
b(a, ©) eae WA (LIDEN 41.20) 式 相等 + 不 需要 


BE, HAD, Db: (a DRWERM Wong-Zakai) WIE, 


习题 4.1.7 
FO RRS RA 
ax) —aCa(D, H+ dA, Daw) 
WR URI SER PG), 当 hatni- ids OW 
+ 88 + 





ie [x (fag) —* (i) [EAA — Talin] 
+ [AOD oa) Nal, tah, 
其 中 aS haiie chy 8, 
JA 4.1.8 


对 于 斯 桂 拉 脱 诺 维 奇 方程 组 
dsa (= a(x), DEFA), Daw, 
TRAE- NEE, 


(sR. 
dng) = [ao DEIO, pao DJa 
be), D : (4.1.21) 
Ci=1, 2 +, wr, ) 


JA 4.1.9 - 


. 写 出 斯 特 : ANGE AENEA A dex = Axdi + maw 的 等 价 的 & 
RER R HEERE. 、 


* 解 的 存在 性 和 唯一 性 ao 


在 下 列 简化 条 件 下 ， eoa 

Ci) a 和 5 o BMA, DEOR) 3 

Gi) max((|da/dn|+|db/de|) = =K<%0, 
RIENE PEREMEHE. FSR UGE AE 

把 伊 茧 方程 写成 积分 彤 式 


(i) ron J ale) t | Bal) des), (4.2.11) 


» 98 





置 y(t) = 
和 和 tal) =r f a(a__1(s) ds 


+ b(ay_a(s))dw(s), 


BA nO 是 非 可 料 连续 过 程 ， 利 用 不 等 式 
(A+B)?<2(4°+B°), 
得 到 
Elst (#) —t0(6)]? 


. <2 if, (alan(s)) ~ @(a-1{8))) ds i 
[P e) -benata J} 
< 208 {| Lala) ~ales 1(0) 1 


+k 证 (anfs)) EEO nisl 。 


我 们 已 经 用 了 柯 西 - 许 丽 尔 疹 (Cauchy-Schwarz) KERM 
(3.2.2) 式 ， 和 用 中 值 定理 得 到 | 


E [tars (#) — Tn (t)] 2a d KK ag f E Een (3) 一 -1 (#3 *ds, 


Am TIST, 


MARTYN 
Ena -a PE 


其 中 M-T ELa (t0) 上 (oo)]， 现在 ,因为 
yn) = | [Ben(s)) -bln (8V1 dw ls) 
ER, MR ye) APR, 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 得 出 


a BH « 





Pimax u) | >] < 
E [f Ga) ~B ra) 
| v 
<(EY (ate) -ina 
MAK TK? _ 0:0; 


niy? wnt * 





类 似 地 有 四 
P[max f [@(2_(8)) —a(a__1(s)) ds |>] < 0-03 


oat * 
MART RAA, <l, 取 v 一 1/ Vm 可 1, 得 到 





P| max | ss 人 (的 一 nat) >a] < 本。 
因为 名 1/ [aG% 一 巧 ]< oo, HERRENA 





P| max [£a kt) — tna Ct) | > 


1 
ray o. |- 0. 
由 此 得 出 nO Fe LAP bah — BaF 4.2. LRA, 

为 了 证 明 解 的 唯一 性 , 令 nG) 和 valt) Æ (4.2.19 RB 
个 解 且 置 

comin (t| leac 或 eO] FT), 

那么 对 所 有 zt<sr 有 

EAO — a tt) ] co, nd) 


CCOO ales() on )] 
CO On ICAO OL 


~a 9A 


因为 Bian — ma (E) Kross (的 ] spn 0, 
我 们 有 
E| la) -2 zon | 


< 天 | E| Lea(s) -mm(9]xonGles 
由 格 隆 沃 尔 (GronwalD) 不 等 式 得 出 ,对 所 有 tr 有 
Koa [vs —m (D1 一 0， 


& noo, 得 到 (下 一 alt), . 
在 文献 [6 四 和 [30] 中 维 出 有 关 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 进一步 结 
果 . . 





习题 4.39.1" og 
AF RARE: 如 果 Ere, BA GAIARI 
. AO Tw 
其 中 心 是 常数 ， 


习题 4.2.2" 

TERRE s(t) zol DE +r"), 
其 中 加 是 常数 ， 

习题 4.2.3" 

TEA TOBE RE. Hoce<cd MeO, $ itz Haar, t) A 
bi, )—bole, 的 ， 对 于 随机 微分 方程 l 

delt) =a itb, dws), G=1 2) 
x(O)=a)E[e; d], ~ l 

Etam 2) Alb, G1, DAE RPE AUR -EE REP, 
Srnci hlag D}G=1, D, MA 1S ANH ey 


a. H, 
ECD = 的 Fo 








4.3 随机 微分 方程 和 扩散 过 程 


四) BRITE . 

对 [0, T) 上 随机 过 程 %00， “REM E RL ORL vi 
AST 和 ao, 1, >, Tm, HRl, 2, 8, +, WR 
- Py) ceal Elna) ania, he) aay, UY =a) 

| -PR a) <aty | E Cta mana), 
l (4.8.0 

RALO 为 马尔 可 夫 过 程 ， BE tos 娩 作 为 当前 时 A ER 
4. 3. 了 意味 着 过 程 忘记 "过 去 ， 


35 “43. 1* 
HAG. DREAP TA. oF, RAE esf CTAN 
小 TR, WE O<r<s<f, 令 
Fit, x, 3, PCE) EMD =a) | 
(A 是 波 莱 尔 集 )， 如 果 对 任意 0<<t<a< WAI A 
PEO EAH) =F CH), s A= PEO EAL) 
则 过 程 5( BEARER, 


”和 根 设 马尔 可 夫 过 程 《(9 的 转移 概率 分 布 a 
Ft, 2, 8, g)—P(&s)<y|L@Q =z) Gt) 
RART y HEE pCO, 2,3, 9), BPO O o 
- FQ, 2, 8, nel “ptt, wv, 8, ss #)de, 
MATS MAGE CAB) RA 


pit, £, $, Yy) -f plt, 2, t, Dpr, 2, 8, yde Geres), 
(4.3.2) 


«37 0 


BD Ze BY fa] Le, H, EC MA BIA y REE CC) 在 任意 
时 刻 * BIE, 然后 与 到 达 2 的 方式 独 袜 地 再 跑 .到 9 的 
概率 ,方程 (4.8.2) 式 称 为 马尔 可 兴 过 程 的 切 普 蝇 - MRA 
k (Ohapman-Kolmogorov) FE., 必须 注意 到 也 有 潮 足 
(4.3.3) 式 的 非 马尔 可 夫 过 程 c9. 

如 果 CCE) RE He OL EBT i] ot, te, … (EDERT 1, 2, =) 
出 现 , 那么 .入 小 是 马尔 可 夫 链 , 所 取 的 值 5， 称 为 状态 。 令 五 名 ， 
EP, — SAFER nA AR) a AAR AS, 那么 由 元 素 

PP PCr BP | Oo = HEY) 
构成 的 矩阵 称 汶 转移 概率 矩阵 . 

b) 扩散 过 程 

一 个 号 尔 可 夫 过 程 CC 加， 如 果 它 的 转移 概率 满足 下 列 两 条 
fF: 

(i) WH— art, tle 


lim 工 pt, w, tth, ydy=0, 


aod h I 一 > 


Gi) FERM ale, 1) MD], 从 使 得 对 所 有 0>0, i 2, 
(a) im {yale 2, +h, v)dymala, 1). 


O) im 于 | (w-ap, z, i+h, Wd, i), 
RCOAY REE. 函数 atw, DRATO 的 (无 限 小 ) RB 
REL ba, 站 称 为 《无 限 小 ) 扩散 系数 。 ZOMG UR 
als, i) Mb, ) 的 直观 意义 如 下 ， 在 很 短 的 时 间 区 间 (其 长 
Hh) PA, ÆR Zt, BR C(-) 在 点 w 所 做 的 位 移 广 为 atx, tA 
二 8w 十 oC 有 ,其 中 aCe, D 是 质点 [ 它 的 运动 由 C+) 描述 ] 在 介 
PARRER, e 是 质点 的 随机 波动 ， 这 种 随机 波动 是 由 于 
随机 磁 挤 和 热 的 起 伏 及 其 他 因 峙 所 引起 的 ， 五 Se 一 0，Var r= 








bls, Hh, Mb, 他 TERR eb eS PE 
FF SPE ae Re AG) ' 
x h0 时 , 有 


GÈ Ballata) LO | 0, 
Git) (A) F Boslt let LO- ale, 1) 


OH) $ Boalt it-t) C, t), 
其 中 s 是 某 个 正 数 。 


习题 4.3.2" 
证 明 上 述 断 言 。 


习题 4.8.3 


证 明 如 果 9@, 切 是 光滑 通 数 并 关于 a SUB BCC) 是 扩散 过 程 , 则 过 
程 以 太一 a OBES RE. PER 


ae, D-FE Ge h D rali, h t) 如 Sa (g(a, DD 
a BEI, Dy.) Ze HX 1), 1) 
(首先 微分 1 ) 且 
O Ea Dao DD) [Blo 1), 0 | 
PHENO) 的 偏 移 系数 和 扩散 系数 ， 其 中 a 和 5 ECO Mae RS 
RAR, W 


9 (% t) -hry 


(c) 扩散 过 程 积 随机 微分 方程 - 
令 n(t) 是 随机 微分 方程 d= adito dw Kiss, HEE « Ale 
eH + 


REAECAN A. Ban) BER, B . 
EC, s, 8, y) — Puls) <ul] att) 2), 
事实 上 , GOMONEN 4.2.2" AS, 
Bes tt —1()]*= Euni) 一 中， 
SKA +a"). 
ATRAG. 42508, 


tg ‘h 1  a(n(u), wd 
FEAOG A) a) f, Boa), Wu 
=|, Eara (+R), itd 


| Eaa), Ddi=ale, i). 
ETGIN OAE. 
下 一 步 , Afar, SARPBAR, 得 到 
— Eth oy =H lsh) 
— 20 Beg [n+ 让) ~ 2] 
PT n@ atm), x) 
+o7(n (2), tidy 
+E” md), udu 
wala, Dhr. 
因而 
Bm $ Bewln(t+h) ~a]? 
-lim | 2Bealn(t+sha(n(t+-sh), t-+-ah) 
+o°(n(i+sh), t+8h)]ds—2eale, t) op, 1), 
FAGOR. 
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Shwe, 即 如 果 Ce) 是 具有 光滑 的 偏 称 系 数 e MPR 
Bb, biro 的 儿 乎 处 处 连续 前 扩散 过 程 , BERS MER E 
数 满足 某 些 连 线条 件 ,出 LO 是 随机 微分 方程 

Ad 
的 解 , 此 处 oo 人 为 布衣 运动 3 


atots 





第 五 章 RA A FEM 
偏 微分 方程 


5.1 ARRIER, 费 轧 曼 和 和 卡 西 公式 


Sut) RRMA TE dn —adt-+odw 的 解 并 设 
ule, t)= Hes fG) (O<t<s), 
若 e 与 5 是 光滑 的 并 且 满 足 存 在 性 定理 的 条 件 , WA 
Aele D) ala, jG OF o(s, Ò Zue D o 
ASHER BE fo) A 
lim ulm, =f). 


事实 上 , BARRA, 由 于 随机 积分 的 数学 期 望 为 零 , 所 
以 
im + E - Been f Cntt)) 一 Fe) 
TETAN COORD CO) 
+ aaa), DSO) Jas 
+| aaO, DFO} 


~alz, Dfe) THO Df). (6.1.0 
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现 有 ， 
ule, t—h) = Bos nf O) = Ben Br sf O) . 
一 了 wo， ). E (5.1.2) 
运用 (5.1,1) 式 我 们 得 出 


lim + Basalu(nQ), Due, 2] 
-a(a, nt ct Ni 


BRG. LHRH 
„Yig, Dule, t—h) Jag unt), iulio, D 
čt- A 


所 以 ta Ot 5 ot Se =0, | (1.3) 
FROS.1LDAAARRERAAE, 其 中 满足 条 件 : 当 + 个 8 时 


ule, >f le) (5.1.4) 
Hi ula, 入 WERA: . 

ule, #) = Bef C8)). 
此 表达 式 称 为 柯 尔 葛 哥 洛 夫 公 式 ， 





习题 5.1.1 
HEA CS, 1.4)5%, 
MLERAT: 
' ð 1 Cul 
asta és? 


# afie SNH DK, MARE B RARE A L ER OCR) 
上 的 一 个 半 群 G; 
GOT OREA nD). 


a BBs 


习题 5.1.2 
设 . 


sp D= Bafa) )exp [ans dds, 6.1.5) 
运用 类 似 的 论证 , 征明 四 
2 i Lwtgu=0, o<t<r (5.1.6) 

县 当时 7 . 
ote, > fay, (6.1.7) 


AAG.1,.5) 26.1.0 5 6.1.70, HAEE RRE oyanan- 
Kae) 公 式 ， 


习题 5.1.3 
导出 方程 
2 a Ivtfa0, <T; 一 <e<eoh 


ct 
i v, T)=0 
的 解 的 表达 式 
oC, Ò SEa: f FGN sds, 


Be 1 ES REAREA RR “BER” 的 过 程 解释 如 
T. Sat) BH SBI APAS, i BE Ba 
At T= SEER TD) A Cin, tb ab ay ae 
介质 吸收 )， 在 时 间 区 闻 G, +4) PRK YRS + 
halt) dito, FRAR oO) BS, WA Ral Al 
下 的 概率 等 于 

(1 bleh A (1 Ela ta dt) e 1 — bo) dt} +0), 

B OH) ty i= T, ditaa t 4 dt+0, 生存 的 概 


率 等 于 exp| 一 | rea]. 所 以 
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ule, th HC f@tt)), >i) 
| BBLS@W) PF >te(+))) 
~B,f(@()) exp [~ f eG) as], 





习题 öld 
导出 方程 
BH srpen Wa (g+ Lro <P 
“egy by, OG ta, a fC®) 
的 解 的 表达 式 


图 vw t2] 一 下 Aa), a)ds 
+ am， san 人 | FAQ) a L. 


5.3， 福 克 尔 - 普 朗 克 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
Hi FLA a 


在 经 典 力 学 中 , -RAREZA FRERE DRRR H 
刘 维 尔 方程 0.1.8) 决 定 ， 如 果 在 质点 中 引入 随机 磁 挤 , ME 
BE, 即 相 空间 中 的 转移 概率 密度 由 广义 刘 维 尔 方 程 决 定 , CE 
H Ra St AK A BA Fokker & Planck) 首先 推导 出 来 的 . 

令 上 (四 是 一 个 扩散 过 程 , 它 的 转移 概率 密度 是 ptt, 2,44), 
TEAR RH ST RR BARE ale, 六 与 ?人 ». 我 们 
证 明 多 满足 偏 微分 方程 


grena miun 


-4 Er Loy, 9p, 2, 8,y)]-0 . 6.2.1) 
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isle k} pt, æ, 8, Yr 8@—y), 

FHS. DAHER EM RARREW AH RSS A 
GR EE : Sy). WERA OM BAY), i 
EE 4.8 WTA HEC) GI, RITE: 5 AYO 


i JU oe a, t+ħ, y)dy 
-+ fg) yo +4 yD) ya) aR] 
pt, æ, t+h, ydy — alw, ijg (æ) +4 d(x, Dg E. 
(5.2.2) 


Hh RE gly) XF oMRMRARMAW. 因此 ， 运 用 切 普 
党 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 程 ,有 


ac v, sth, 2)g(2)de 
-| pC, @ s, y) [f 26, y, sth, og) de |oy. 
(5.2.8) 
Buen |" PG, z, sth, 2) pt, s, s, DIG) 
-f tt, £, 8, Y) imc y, s+h, £) 
x (gE) —g(y)) ae ay. 
除 以 4 养 且 令 h->0 时 取 极 限 , 从 (5.2. 人 式 我 们 得 出 


lim | 7 1 frg, a, sth, €} plt, s, s, z)]g(e)dz 
=| 9) 26, t, $, ajde 
-| 0, a, 8, y) [ec， s)g' (CY) +4 bly, 990) Jw. 
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ALM C+, +, 8, 幼 是 抛物 型 方程 ©. 2.1) EXE) 
的 解 . 


习题 6.2.1 


Homa, D 导出 类 似 于 (5.2.3) 式 的 公式 , 即 求 下 列 的 极限 
fm 去 可 (GD tR) gE, OI. 


习题 5.2.2 


导出 后 向 柯 尔 莫 豆 洛 夫 方程 
Bott, w+, +) Anh, T, +, *3 
mg eta, ARO 


1 Blt, Ty ty 7) 
+ OG 有 一 一 


=0 (6.2.4) 
aM YEA. 
al (t) -a(£(4) to dw) (orb) 
是 时 齐 的 ， 这 个 方 程 对 6 RP AEN, BELL a 
ptt, s, & =p, s, st, y), | ®©. 2,5) 
an uE, 故我 们 可 把 后 向 柯 尔 莫 研 洛 夫 方程 6.2. 当 写 
REAR, 
ap 
p a 
而 把 福 交 尔 - 兽 遍 克 方程 05.2. 直 写成 - 
BoP, 
其 中 LB Lee, 
我 们 可 用 后 向 柯 尔 英 琳 党 夫 方 程 导出 关于 随机 微分 方 和 
dalt) =al dttd 
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eO) 2 
FA J DWM. 由 于 
uw, Ò= OO 上- GDpto t, dy (8.2.8) 
H6.2.4K4, A 
8 
(ena rd b(a) ZE 


ula, 0)= p(w), woo 
pæ) =a, 我 们 看 到 ule, i) 是 条 件 矩 (5.2.6) 式 ， 





ae 7 (5.2.7) 


5.3 随机 微分 方程 组 和 边界 条 件 
(a) 方程 组 的 伊 其 公式 。 


w(t) 
令 wG) + : | 7 
. Wr O 


是 独立 布朗 运动 的 沿 量 ， Fèl, 1) ath cn E I 
bix, 5 Bat, 


和 Ew + 
b(x, = ; ， Eel | j, 
Balm, J ln 


随机 微分 方程 组 - 
ix=bidit+odw | ' 6.3.1) 
FME a PRA, 
df (xt, = REGEN ee dw | (5.3.9 
式 中 oe 
Efe of toV f+} PTA a fi = 人 4 (5.3.3) 
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ayy Coo"), . + | G.8.4) 


Fs 0.1 T A IR RAD SK BE Se 卡 西 公式 保持 不 变 ， 
ARREARS BAERT H: 
l f æ + Mp ~0, 


ELAR AOR CH msm . . 
+V (bp) — = TA 2 Pap) Lo. 


y Buy 

(b) BEAR 

DD 是 方程 组 (5.3.1) 在 E pp eK O h 
E, TRR 00 是 光滑 的 。 假设 在 O 的 边界 3Q9 上 有 一 个 党 
整 的 吸收 璧 司 得 对 一 切 !2:z A px) = x(x) [xC0) =x,E 0] 
=l, Hep c~iof {s0|x(s) C00} [E 7 E xG MOM BK 
离 出 时 间 ]， 

因为 从 B82 上 前 一 Ax BQ RN 点 了 的 转移 概率 为 
oO 是 吸收 的 [了 AUEI, yE, vt, x, s, y) 
=0. 这 样 p(t, x, s, y) 是 后 向 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 程 的 格林 函数 
Sf i JE FER: . 

ptt, X, 8, y)=3(x- DD i<s, LEIA 

当 # 人 8 时 p(t, x, s, poa y) X, yE 
(ag 5.2 4), 

作为 一 个 例子 ， 考虑 具有 一 个 吸收 医 的 布朗 运动 对 于 在 
s>0 bye BE 2~0 ARE RAR i BEERA TT A 
SOE Ay ER ARAR- UBATR ATR, 


op 1 Ep 
EE 


(0, t, y)=0, t>0, y>0, 








4HOM ple, t, y>- y), w>0, y>d, 
A AER 


plz, t, y= 7 L [eee L greinna, 
根据 对 称 性 我 们 可 看 出 ple, t, 0) 一 0、 为 了 验证 当 ilo 时 ， 


Dw, 一， 我 们 令 pæ) 是 任意 检验 务 数 使 得 对 一 
WH 2<0 4 pa), MA 


F pe, i Dode 





1 
act 





F ea mda 


一 L F eTEN o (ode, 


我 们 已 缀 证 明 ( 见 第 1.545), 4 Epor, 
Fe ath plo) ds > oy). 
由 此 得 出 车 yO, 则 当世 0 时 ,有 
EF O(a dn (~ ~y) =0, 


Kuao ad, y>0, 当 t40 时 ， 
pa, é, 办 一 æy), 





习题 5.8.1 


ME m=m ARA AER BE NS LB CEE), 即 
` Pi Xqy | Xam) = n, m, 
EREET N SURSA mcm HER Wim, N, m) 为 
Win, N, m)—W in, N)-W m- m, N), 
REW N)=P(Xy=m{[X,=0), GARR F rmi 的 随机 游 动 的 对 
称 性 ), > 


M ss oie N st Gr 00) 
vn ”Vn un 
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改变 m my, 与 # 的 比例 尺度 ,证 明 当 #->oo 时 ,有 

Wom, N, mp- ras Corea? ea wr t 24), 

并 证 明志 满足 福 克 尔 - 普 朗 克 方程 
Fee, Ale Rez, 


其 边界 条 件 和 初始 条 件 分 别 为 
wgy h m=O 与 wl 0, s) =ò), 





习题 56.8.% 

, BARAR SURRA RRR HARD 求 在 区 间 [0; 中 的 
边界 上 具有 吸收 的 布衣 运动 的 期 望 值 ， 运用 Gan 式 和 和 分离 变量 法 证 
明 . o 

EGH wl) = =s, tos, mE CO, e) 
E(w(t)3|u(s)=2) = Da,Palt ~s) Kala) +2% 


并 证 明 7.6) =o"? Fl X (a) = sine, Th sr。 


习题 5.3.3 


试 求 关于 式 Epu |w(s) ==) 
HPO, 这 里 P@ MED, wl AAR. 


C0) 反射 边界 

Ax) 是 方程 组 6.3.0 OPM, #x@ BH Aa 
以 后 , 我 们 修改 民有 WF. REE 22 上 反射 , 我 们 把 dG, 分 
5 a(x, i) 扩展 到 R- E (在 .990: 的 一 个 邻 域 由 )， 热 后 令 
X(t) 是 推广 的 方程 组 (5.3.1) XG) 反射 到 如 中 的 反射 过 
E. 应当 注 意 到 在 00 LH RAR, WEE EO) 返回 到 
入 中 以 后 , 原来 的 方程 组 全 .3. 力 仍 决定 运动 ， 这样 反 射 过 程 被 
限制 在 边界 上 , 所 以 我 们 仅 在 88 附近 扩展 与 (这 个 扩展 决 


othe 


FE RA MLE SST). JERR aR ERI FF 如 
FRE. SXoCdQ ASN Xo 的 一 个 邻 城 ， 在 Eo 的 邻 城 
中 我 们 令 E= OHER, E N80 映射 到 平面 5 一 0 FY, Xo 
WARA ARANNA RYA GA. ARRES, 
b tj o 的 扩展 推 得 : 者 C0, 则 
人 一 

由 此 得 出 在 名 =0 附近 后 向 柯 尔 莫 哥 洛 去 方程 (就 变量 而 论 ) 
BEDAE PC En O =p 0}. MATTE Sn = 0 eb 


P. =0, (5.3.5) 





ə 

Os 

映射 癌变 量 x, RAHAA.. DAR TIER: . 
apt. aso). T, 8, Y) 0, XEBA, (5.3.6) 


site, A DATER x Wee, 

+. ©) 中 的 论述 距 不 排除 质点 在 边界 上 停留 片刻 然后 反 
射 的 可 能 性 也 不 排除 话 反 射 的 可 能 性 ， 详 见 文献 [69] 利 [0], 

让 我 们 再 次 考虑 关于 在 2>0 HER ARIK BES, 天 
福 克 尔 - 普 毅 克 方 程 为 


dp_1 Bp 0 
at 2 aye? Ys 

加 名 人 [A Wl), 
melon, p(w, 名 Doe, a>, y>0, 


其 解 为 p(s, É, y= -所 x [e [esat totter] 





并 有 lt 


ellas 





习题 BBA 


再 次 考虑 在 m>0 处 只 有 一 个 反射 监 的 随机 游 动 , 即 PX a 
ELX,=m)=1, EARLIER l 
Wm, N, m) =W (m, N)+W (2m, -m, N) 
(记号 见习 题 5.3.1)， 在 取 视 限 情况 下 , 得 到 


we, a) 二 se (com + ey, 


ATT : ee 、 EE ca, by | re 


总 之 , 转移 概率 密度 p(t, x, s, 7) 是 具有 边界 条 件 
Pu , XEO, y ERAR) 


或 





加 .0，zEQ, yE (前 向 ) 
Ov; : 


与 初始 条 件 Pls, X, t, y) =8(x—y) 
Fe Jee vd BR ey) $a ys EG We ey Ba RER. 


习题 53.5 


O REEN (0, oF] Si FD AN DN A A) SN AERE Mi E| 
we) HREN, EO, r), . 


5.4 PBR ASR 


(a) 高 出 (首次 通过 ) 时 间 和 邓 竺 方程 
& x(t) 为 (6.3. Dk AEE bt QC 中 的 解 并 号 令 
Tra—inf {és[x(é) COQ, x(s) — x} 
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AXOKO PARE HAT). MAR neti Be, ALF 
RH Sux, D 是 下 列 问题 的 解 : 


Že Muai, tes, xEQ, (5.4.1) 
u(x, ane _* E00, 
FERRARA HE MOREL. 2. Dat. 3. RI. 
WR aG), D EARRAN, 那么 按 盆 葬 公式 ,对 一 切 
EEST 有 
u(x), Y —utx, s) +f (Rt Mu) ae 
+f (Vu)? -odw(t’), (8.4.2) 
取 t= 吉 ,并 对 (6.4.2) 式 取 数 学 朋 望 ,得 到 
Buxom), tas) UC, 可 十 下 | CI). 


HIF X(t.) CIA UBF CO 上 4=0, MA 
O=u(x, s)—Hr,.+5, 
Er, =s+u(x, 8), (5.4.3) 
wm b=b(x) Re=o(*), R4(6.3. DANI, A u= 
u(x), TEED TE TF 


这 样 


Er,—u(x), (5.4.4) 
3c FL (x) 是 椭圆 型 边 值 问 题 的 解 
Mv 一 一 1， #2, (5.4.5) 
u=0, RE, 


PUTA MG (6.4.1 6.4. A— I A, 


Tys <00 4.8, 
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[型 如 (5.4.1) RRR a BA HR [28], £70) 
和 [80] .1(5.4.) LSM a HE, 

(6.4.5) 式 的 另 一 SEIS RAR CHCA IAI TET KH E E 
REHE (x, y, Ò 是 在 8@ LARREA 6.3.0 RH 
WA 的 转移 概率 密度 ， 若 区 ED 则 p(x, y, )—0, 而 且 当 
tnt, p(x, y, 人 -5 一 了 )， 对 后 向 柯 尔 黄麻 沙 夫 方程 关 
于 # 从 0 到 co 然后 关于 了 在 从 上 积分 , 便 得 到 关于 函数 

om 一 | | 26, y, ddtay 
的 方程 (5.4. 下 ， 另 一 方面 ,有 
Him (dP, (<2), 
根据 分 部 积分 并 且 注意 到 Ps(r> 引 是 在 时 刻 # XO) 仍然 
在 9 中 的 概率 , 即 
Pi(r>8) =Í, pix, y, dy, | 


BH En- | pp, y. Daydi, 
交换 积分 次 序 , 可 看 到 妃 一 oz). 令 g(x, 全 是 下 列 问题 的 角 
ÎI +MY-0, Totes, XEN,- 
~ q=1, x€aQx fs, Tl, (5.4.6) 
g(x, T)=0, xEQ, 
BAP RAR, BS) 
Baq(x(voe AL), tra AT g(x, = Oe, s, TH 
但 是 Eg ns AT), tae AT) =g; T) PO ATT) 
+|, [facy, DPE), wee sdds, 
=P (Tas <T). 
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这 样 P {rga SL) = GK, 8, Me | 6.4.77 
#5 (6.3 DRAM SH, m ns 
: P(r <T) 一 杂工, T), . 

CBR RE, BERR PW Te TAY RABE s= :0. yet gx, 88 

用 分 高 变量 法 求 得 ， 

(b) 离 出 点 的 分 布 S 

& fa) 是 00 LOREM IGM BEBE S u(x, 四 是 下 列 问题 
AY i. 


ao ts, xEeQ, = o (64.8) 


u(x, t) =f(%), xEeQ, 
于 是 ,如 上 述 那 运用 伊 表 公式 , OR RBBRAR 。 
Bux (ws), da) 外. 的 
或 
| IOP CO.) <¥)d8, u(x, D. 64.99 
RP BEREE p- P(r) 一 了 ) 是 问题 (5.4.8) 式 的 格林 
数 ， 共 (5.3.1) 式 是 时 齐 的 ， 则 p 是 ‘Mu=0 DER ANH BIE 
Tal ek 
Bet EE “WK IE PLA - Mu=0 BEDRIFTER 


ux)-| 2 ee, DIDS, 
HGR, DARME. AMY pose. 
国 此 ;在 边界 的 一 个 绘 定 部 分 PLR RY . 
u(x) =| px, Yay 


DFE u(x) 起 下 列 问题 的 解 
Mu=0, 在 台中 


416 . 


u=1, ÆT £5, 
u=0, FEON—-I 上， 
[b, o=b(x), o(x) 是 假设 的 .] 
作为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 布 庆 运动 w(t) 从 区 间 La, 6 上 的 
期 望 离 出 上 时间 ， 令 
v(a) = Havre : 
这 里 Tenint wd) =2 R vO =t, w0) =s), 那么 ， 按 
(6.4.- 了 ) 式 ,有 
1 ws) ~ 1, 


(a) ~y0) =0, 

TH oe) = (s-a) (6-2), 
RH, w (2) FEAF RED RE, 

Fano, 则 vfw) 一 eo, RENAE ARM, BLRS 
朗 运 动 碰撞 点 了 时 为 止 的 期 望 时 间 却 是 无 限 的 ， BA, Fage 
轧 是 下 列 癌 题 的 解 : 

gb, 1) 1, 
gis, 0 一 个 : | 

则 按 (5. 4.7)K, Plw<tlw(0) mo) 4 (g, 4). pe (a; Di- 
qla, t), Eta | 


or t 2r, ~oo<e<b, (54:10) 
' rd; + =0, l 


rin, O=1, —coo<acb, 
为 了 证 明 当 直 > eo BY gle, Hol, Mik r—> 0, 这 样 便 正 得 
Pirmo fw) =a) 1, ~ 


ritr 





Br DL w(t) 在 有 限时 间 内 碰 挤 5. 
为 此 自 的 ,我 们 希 解 具有 初始 条 件 
x(a, 0) =], —oo<r<B, 
rin, O)=—1, besoo 
ER 0 {Bi Fa} G4 10), 
@b-a=f, WA 
ort oe 
ot 2 OFF? 
#(0, #)=0, 
r(£, 0) =+1, 3 4E>0, 
fH (5.2.60) 34h, 即 


rE, D= righ a PE d, 
FH pC) =r(n, 0), PEH t-> 00 时 


FE | dn 


vlé, t) al Es 


-| ef? df 0, 
go | VT 


显 热 对 一 切 #>0, r0, +0, 现在 让 我 们 考虑 从 一 个 有 限 到 
间 上 离 出 的 问题 ， 在 这 种 铺 形 下 需 考虑 在 (e, DARE ULAR 
tE ria, Derib, 0 REC, 四 内 具有 初始 条 件 rCr, 0) 一 1 
的 问题 (5.4.10)， 我 们 将 证 明 7(w, 从 就 时 间 而 论 氢 指 数 豪 减 ， 
Hri, D 慷 (6.4,10) 式 并 积分 ,得 到 


t 2f (a, Nde- sl r(e, nos T (æ, #)de 
--3,4 ary da, 


对 任意 使 得 r(c, =r, t) =O HTT HR rlo, 1), RH 
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柯 西 - 许 瓦 尔 兹 不 等 式 , 有 
re DP f° ia| ce-a (GE) ao, 
在 4 与 5 之 闻 积 分 ,得 到 
jr das b-a) | (FEY de, 
+ f, da=[r@, H15 有 


rw, i) P< ptr, OF 
从 而 , 24 t— 00 时 
flr, DPalrie, prr, 
白 此 得 出 ， 对 于 一 长 度 为 # 的 时 间 区 间 ， 一 个 布衣 质点 信和 在 
一 个 有 限 区 间 上 的 概率 就 而 论 按 指数 衰减 。 ' 
对 一 个 布衣 运动 , HS Ew) es anh, BORER IE 

点 5 之 前 先 到 达 点 a 的 概率 , 必须 解 出 方程 (5.4.8); 

Lwa) -0, 

ula) =1, 

u(b) 一 0， 
EB, ule) =(b-2)/(b—-a), t 


Plw(riom) 一 4&| (9) -四 - 一 


我 们 将 看 到 离 出 的 概率 与 离 出 时 间 信和 要 的 多角, 而 且 
在 较 高 维 情形 下 它们 的 计算 是 不 容易 的 . 





习题 6.4.1 


SLO RHE EL) =alLat+bOdw) E [a B1 ER, 并 且 令 
ae 是 反射 边界 ， 证 明 


里 118,» 


Ev, ys Voy) -Vol@), (a<e<y<8), 
其 中 人 vee) + av (@)=1, Vita)=0, . 
AH ay M 


Etay =V —Fit®), ; 
这 里 BES Yoo) HMDS, APLC) =0, 


习题 5.4.2 


令 如 习题 5.4.1 中 所 设 ， 
Fe y, DPR cyl t0 =a}. 
EH: fE ORARAA RD RE RP 
IFE a H=0, f@, 82) =1 MFE, y O=8.), F yar M G= 
yee, 则 页 (的 天 1 EAA e w ra y DF. ARIO 
Fir LD Re So FS SRE LL BOR f(y) 的 显 式 解 . 


习题 6.4.8 


RS BU AMA <0 出 发 到 第 一 KERE n s=at+b 时 为 yt 的 
期 望 时 间 ， 


(O 随机 微分 方程 解 的 稳定 性 李 雅 普 诺 夫 判 别 法 

随机 微分 方程 解 的 稳定 性 的 概念 本 质 上 不 问 于 常 (确定 型 ) 
微分 方程 的 刁 形 ， NET AAA NENEN AEDES, 我 
们 说 系统 





hb) (84) 
let £(O) SEM, 如 果 对 任 党 正 数 5, 存在 两 个 数 3>0 5T, 
(7 (6.4.11) LAUER XO), WHET to 外 只 要 当 

[x(t) — Eo) | <8 / (6.4.12) 
时 有 Ix@)-EOl<e, ea, | 
REQ) 称 为 浙 过 稳定 的 ， 如 果 它 是 稳定 的 ， 并 且 对 满足 方 窗 


= "120. 





(5.4.11) RERE OR 
lim jx(#) - 2G) | =0, (5.4.13) 
如 果 对 (5.4, 卫 式 前 一 切 解 二 .4.18) 式 成 立 ,出 EC) 称 为 全 局 
稳定 的 . : E . . . : 
SEE) EO) +Y, IER b(z) 是 光滑 的 , 则 我 们 可 把 
E(t) 的 稳定 性 问题 化 为 系统 
Y-BOy+CG y) 各 4 区 
H yO =O 的 稳定 性 问题 ,其 中 
[BO 


Bay [asgo 

WH Ct, y=o(ly), 4 yi0, FEK BO RRR 
阵 , 即 与 了 无关 , 以 及 B 的 特征 入 的 实 部 是 负 的 , ME YO) 一 0 
是 渐 近 稳定 的 , 所 以 作为 GG.4,11) 式 的 解 #( 旨 是 新 近 稳定 的 ， 

FE Xo fi D(x,) 0, 则 称 它 为 (6.4,11) 式 的 一 个 临界 点 ， 
ERHET, EE 一 Xo 是 (5.4.11) 式 的 一 个 解 . BX 
(5.4.11) 式 的 一 个 临界 点 , 则 (5.4.14) 式 中 的 BG) 是 常数 短 
PE. 检验 临 界 点 ,例如 xo 一 0 的 稳定 性 的 另 一 种 方法 ,是 由 李 雅 
HRA. RY Cx) 称 为 外 .4. 堪 ) 式 在 Xo 一 0 处 的 一 个 
李 雅 普 诺 夫 函数 , WEOV QE 0 的 一 个 邻 域 中 是 有 定义 的 ， 
连续 的 ， 且 是 可 微 的 ; G) #xA0, V(x) >0 BY O)—0; 及 
G) 在 0 的 一 个 邻 域 中 ba .VP (x) <0, MAAR 6.4.11) 
~~ PERERA BH, WA x=O 是 给 定 bO m8 时 的 一 个 
BER. F 





bET Œ<, BRAD, ~ 

i x=0 EREEREER. ”| 
例如 考虑 线性 系统 | 
E - x=Ax, (5.4.15) 


» (2i. 





Ry ATK XA = -QHH+ EEA 有 正定 第 
X, KARR 
V (x) =x" Xx 
是 人 6.4.15) 式 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 通 数 ， 事 实 上 ,对 AO, 
VP (x) Ax=x"KAx+ TATE = —x*Qx< 004), 


习题 5.44 
FA E-A EE EG vy) FILE oy 0 SON, Hee 


RA 
aie x 
aya) 
RHR. APR A 的 特征 值 入 和 为 的 可 能 性 ; 
Ci) McAI 
CH) O-< agg (EM): 
GD a, <0-< A —- EA) 
Civ) Otisa CEMA RD; 
Cv) ImA#0, Red £02k); 
(vi) Imag, ReA=OC HPD), 
DAES ER AM et. 


习题 5.4.5 
RERE Y= PCR) 的 几何 性 质 讨论 系 绕 
k= —Vp(x) 
ph FL EAE. 


为 简单 起 兄 我 们 假设 (5.3.1) REMAN, #W—H KE 
H=QUae ho HO, WAT MBB. KEARE 
种 情形 下 方程 (5.4. 乓 有 一 有 界 解 ， 由 (5.4.4) REH tr 
a. s.。 这样 (将 在 几乎 处 处 有 限时 间 内 高 开 任 意 有 界 区 域 ， 
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PRE o 的 大 小 怎样 ,甚至 确定 型 系统 SE 一 b(x) 是 全 局 稳定 


的 ,而 随机 系统 (6.3.1) 式 基 不 稳定 的 . 

PORATED RA, PERNA RS, 都 
将 导致 质点 越 出 每 一 有 办 集 . AKRI E% E bO 0 与 
o(O) 一 0 的 情况 ， 使 得 了 一 了 BFR (MRA). 对 xD, 
SV HVO ==0, 并 令 MV <0, WAT 称 为 李 雅 普 诺 
KAM, HPRAR HT.. DRABA 


0<V (x =V (1) + | MPEs + V7 caw (6) 
<V (x)+[ Poaw (=P (x) +f, 
MK AABRA SR Z.3.8), 得 到 
PisuplV (x) +fO1> VO +e << EOS), 





所 以 Pipra) (x) +e} 1-2, 


对 任意 正 数 sa 和 e SBM BI—TiIE HR 5>0 使 得 若 E< 有 
P,{sap|=x(@) |< [x| + 4,}21~ eg, (5. 4, 16) 


(5.4.16) AW Mie, BRE SAE HERG ERM RR A 
外 ， 所 有 由 充分 接近 于 原点 开始 的 轨 线 对 一 切 时 间 仍 然 在 原点 
KRRP. 
WEO LIDARRE, 出 称 原点 是 随机 稳定 的 在 这 种 情形 
下 得 出 
lim P, {sup| (4) | 2} ~0. 


如 果 除 稳定 性 外 还 有 
lim P, {lim x (2) = 人 j=l 





.323> 





区 称 原点 是 随机 渐 近 稳定 的 如果 对 一 切 xE RA 

P,{lim x () =O} =1 (5.4.17) 
HARARE REN, SHE, 如 果 李 雅 普 庄 夫 函数 对 
xx#0 注 足 严格 不 等 式 对 太 <0， 那 么 原点 是 随机 渐 近 稳定 的 . 
Hh, 如果 当 ix|-> oo 时 V(X) co, 那 么 原点 在 (5.4.17) 式 的 
意义 上 是 全 局 浙 近 稳定 的 ， 特 别 , 如 果 对 某 个 >>0, 有 

MV <-KW, 
那么 我 们 有 全 局 稳定 性 ， 
例如 考 潜 一 维 线性 方程 。 
da=an di + bedw, 

其 解 为 alt) =n(0) eho DEEE 
HFH ioo 时 w(t) /t-90 [sw (L/s) hs— 1 /ete BEA], WO 


a 
cj) 30, Æ a- < 


a 
lf 人 一 op， 车 5 一 可 >0. 


车 z=B3/2, 则 2 用 一 ze BAM P (im sup a(t) = +02) 
=1, l 

SREB RAT A R RE AR. SV jals, 
RA 

MV =[o+40(a-1)|a[0'*, | 

#a—b7/2cd, MH 0 过 wx<1 一 24183 并 且 得 镜 李 雅 兽 诺 
RER V Ei MV <—W, b>, 

习题 5.4.6 . 

对 其 余 两 种 情况 ,构造 李 雅 普 诺 堪 函 独 并 说 明 随 机 不 稳定 性 . 
a 1245 





ERS RSS RE AE a h oS BE, BP 
电 等 信 的 斯 等 拉 陪 诺 维 奇 方程 
CS)qz 一 人 一 号 jaat 二 ea 


电 的 偏 移 系 数 充 决定 .这 再 次 说 明 斯 特 拉 脱 诺 维 奇 方程 对 于 物 
理 现 象 来 说 , 通常 是 一 个 比 快 蕊 方 程 更 为 恰当 的 模型 。 考虑 齐 
次 线性 方程 组 ， 

dx—A(t)xdi+ 2 B, (4) x dws, (5.4.18) 


这 里 w(t) 是 独立 布朗 运动 。 对 方程 6.4.18) 取 数 学 期 望 ， 得 
到 关于 YG) = Ex) 的 线性 方程 

y-A®y, (5.4.19) 
A x=0 作为 方程 (5.4.187 的 解 是 稳定 的 , 则 了 三 0 必定 十 一 
REE. MSU AREA, WR Te Ie St > oo 
时 为 不 增 , ME Fd AB Ye, A A 


Z(t) -AOZO +Z OA) +B B OZOB O 
(6.4.20) 
其 中 Zo) w= Bear), 
24 A Al B, 与 时 间 无 关 时 ,如 果 代 数 系 综 
AZ-+ZA+EBZB =- 
对 某 一 对 称 正定 矩阵 @ 有 一 对 称 正定 解 Z， 闭 么 系统 (5.4,20) 
具有 稳定 性 . 


习题 6.4.7 


从 总 微分 方程 观点 , 考虑 具有 定常 系数 的 -- 维 齐 次 线性 方程 的 稳定 性 
问题 , 更 准确 地 说 , BRIT Le, 2] 上 平均 离 出 时 间 与 离 出 时 间 分 布 
的 候 微 分 方程 训 界 解 的 存在 性 , 并 计算 当 * 一 0 HRR. 在 这 种 情形 下 
RERE e 之 前 先 磁 接 工 的 概率 , 
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习题 5.4.8 


考虑 共有 党 声 系数 的 二 阶 线性 方程 
2+ (at bw e+ (ot dr=0, 
其 中 wy 与 ws BU Hes, PARE, HBA 斯 - 
BREAN Re RPE 
la, P< Cabo 
DA EE ELAR N 


习题 6.4.9 





F aM -o(O-0#S 20) 是 方程 
da()=a(ejdi+o(r dw, 

















uO) =a >0 
的 解 ， 证 明 对 每 一 个 o> 存在 $0 使 得 当 0<wo<8 时 
P,,(lim x(t) =0) zi ~&; 
当 且 权 当 * 2aQ) - 
f exp {f° wth) ahas <o, 
由 好 得 出 : 29 o(@) carole) fl a= ato 则 稳定 性 条 件 是 
ml 
a 2° 
习题 6.4.10 
对 于 不 同 的 常数 4 信 , 研 究 方程 
daar dt+-+/14-27 dw 6.4.21) 


在 原点 的 稳定 性 ， 在 和 糖 定 的 情况 下 水 平稳 分 布 。 ERE PERG 
拉 脱 诺 维 青 意义 下 和 解 灵 (5.4.21) 式 (这 个 例题 是 计 萨 闹 给 出 的 )。 
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ThE EMAD AEM BLA OT 
6.1 APR SET 
考虑 在 引力 场 中 一 个 质点 的 朗 之 万 方程 


(6.1.1) 





dy DET dw 
AT py +(x) 4y EET. aw. 
在 典型 的 情况 中 ，8=108~10， 而 -所 -二 1， 因 此 我 们 可 以 考 
虑 局 是 一 个 大 参数 ,而且 试图 当 > co 时 扩展 其 解 ， 
设 + 一 6s 以 改变 时 间 良 度 ， 注 意 到 (F) e- Hs) 
是 一 个 布朗 运动 , 以 及 在 (6.1. 了 D 式 中 设 7*(9) yM a) 
一 x(Bs), 得 到 
dx’ (s) =By*(s)ds 
dy*(s) = Apd% (s) ~ Bry (s) | (6.1.2) 
+ 8K (x°) )ds, 
p p= L, Mee (o) 是 
dz®(s) = BpdW (s) —8°2° (8) “| 
2{0) = yo 
的 解 , 令 ye(5) =z e) tV G), RIRE v s): 


(6.1.8) 


» 42. 





dy?(s) =d25(s) + d7? (s) = Bpi (8) —6925(s)ds-+dv4(y) 
= BW (3) — By *(s)ds+ Brv (s)ds+-dv@(s)_ 
(6.1.4) 
4216.1. BARKAG.L ORE, 得 到 关于 Ya(s) 的 常 微分 方程 ， 
Ep 


RS — pes) + BK (Rs), 
其 解 为 vA) =£ | R (xr) dr, 
(6.1.3) 式 的 解 为 
z(= yep | BoM MAW e), 
KF) — Ay"), 从 (6.1. 几 式 得 到 
SO- Foo tp) pro "ena (nr) 
+ |’ pre-K (Mr) ar, 
积分 乡 (9)， 作 基 些 运算 以 后 得 到 
xeGe) ~zo+| $9)as 
-市 Poe) + pp f Heer dr 
+[ eE drat, 
由 于 当 Bc, srih, Broar), A RS) 
TG), 此 处 
OLS ps) + [EK (Ee) jdr, 
此 方程 等 价 于 下 列 随 机 微分 方程 


+128» 





OEE det / 22 awe), (6.1.5) 


这 里 1~ As, R615.) RAM RBAME-RHS 
(Smoluchowski-Kramera) ji, SURF (6.1-Ds ER 
BRAT A 


HE gu —-V> (Bu) =E, 

FRE (6.1.5) 式 的 各 种 不 同 的 推导 方法 可 在 数学 文献 [9]， 
[78] 与 [80] 中 找到 . E 

我 们 将 给 出 两 个 补充 的 推导 ， 下 面 一 个 推导 是 在 具有 
更 一 般 噪 声 的 随机 微分 方程 的 假设 下 由 柏 泌 尼 科 罗 
(Papanicolaou) A ii, RRR AAR MARTE 
CORTE 8 了 的 浙 近 展开 式 的 基础 上， 这 能 在 长 为 级 的 时 
间 区 间 上 做 到 ， 为 此 我 们 令 :一 Bs, 并 注意 到 
是 一 个 布朗 运动 ,从 (6.1， DARANE 

ONTO: CONES: je aw(s), 

RH yY()—-y(6), AMPPRRER RAB, | 

BB+, RIGA RANKREEA NE 








aut 1 [ET Ou. dit Gut 
as -42 ar y T Y -Bs 
+i Kw}. | (6.1.6) 


”方程 嫩江 .的 是 一 个 典型 的 奇异 摄 动 癌 题 ， 设 UP tot ous Toe 
HW (6.1.6) 00f = MAK PWR Bl 


ai: 


AT Pity Ag _ 
tig SO ay? q Uy 79 y (6.1.7) 


这 里 tw PRAHA. 6.1. DARE PRS, 

tole, y, S)=CO1(e, s)+C2(%, sem, 
所 以 必 有 Oale, 8) 50; 从 而 ule, y, 8) =wo(2, 8), F-E, R 
们 得 到 





Ross d -y 0+ E (a)-e) = Rao 61.8) 
a S 
Qitig— — la t ee (6.1.9) 
众所周知 (6.1.8) AT ERO Patole", 即 对 伴随 方 
E i= ERR 有 


F au Retin dy =O, 


此 条 件 能 满足 , AAR y> 一 y 使 下 列 方 程 保持 不 变 , 即 


Die), E 
F etudy =f w@(- -y Ba 4 TOE 


Bite F yu" (yjdy=0, 


BORE ty =R E ato 是 有 定义 的 (在 规范 化 上 ). (6.1.9) 式 的 可 
ETE RA Ae 


| f -28r 








Buio * 
Bs lhu H 











ET 
rm {- y tK) ei i 
ĝ ; 
x(-y tet K (2) 5 uote, s)dy= 24 a (6.1.9) 
首先 , 我 们 得 至 
4) 
BH o 是 下 列 方程 的 解 : 





这 时 常数 〇 等 于 -ug 咏 ， 这 个 方程 的 解 是 o=Oy， 于 是 
(6.1.9) REO INF HBR, 


fg Ons akr 


| Sempre iio Or I E aa 


a rr Ge TRO GE Jiva 


从 而 a Gio Ko) Se am Fe (62.19) 





AB (6.1.10) RAMA ATE RE 
克拉 美 逼近 , 这 个 渐 近 分 析 阅 明 在 长 为 A7 ARN RL, 
位 移 分 布 是 由 随 视 微分 方程 (8.1. 可 决定 的 ; BT EL ALA eC) 
为 马尔 可 夫 型 , BSR RR yO 独立 ， 由 此 得 出 (w(t)， 
NARE REAR P EROH 

P(x, y, Dapa, À. 
ERERRARANEA I HASTE, 便 有 
ose 42 oe =0, 


amo odai 





»1314.. 





HUE Ae. AR (oO), yO) ES 
RRM, 但 zf SyOH 不 是 ; A, 0) SQ) BRK 
变量 . 

斯 莫 路 苏 斯 基 - 克 拉美 方程 的 第 三 个 推导 是 由 拉 森 (Larsen) 
和 司 曲 斯 (Schuss)"" 给 出 的 ， Ba SARA RE 
立 在 福 克 尔 - 普 于 克 方 程 解 的 渐 近 展 开 式 的 基础 上 , 并 把 此 方程 
看 作为 一 个 迁移 方程 来 考虑 ， 称 为 齐 次 化 的 同样 的 方法 ， 可 以 
用 来 推导 迁移 方程 的 扩散 道 近 ( 见 这 一 节 的 习题 )， 我 们 假设 力 
E(x) 是 一 个 位 势 的 梯度 , 即 ， 

E(x) = —Va(x), 

如 果 max (x) » 


RMA ABR RE. ln, HOCK) 是 
— EER PER, RI AAR. ob, MR CE) E 
Wo 沪 周 期 的 函数 ， 例 如 晶体 中 原子 迁移 的 和 情形， 在 上 述 推导 
中 , 当 运 用 解 的 展开 式 中 的 第 一 项 ww(X, 8) 时 ,没有 考 虚 到 可 能 
出 现 大 梯度 的 情形 . 我 们 将 假定 (x) Ei 0 KARKR, E 
WETERE I 

Fes 1 BEF AY ee TE: 


(Dx 


(2). 
这 里 LAAN O 的 特定 直径 且 是 特定 质点 速度 ,这样 ，r 是 
净 量 纲 的 位 置 变量 ,根据 r 可 得 特定 晶 胞 的 直径 是 COGDi WBE 
最 网 速度 变量 , HUG, 特定 质点 速度 是 0(D); * 是 无 量 纲 时 间 变 
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Bt, Ue, SP ER ORS © PY OE a Te OT AD 
HOM), 此 外 ,还 定义 





O To 
sy 
EP 


ye 
mun? 


(6.1.11) 
a | 
EE, D= gor) +0) (FD, 6.1.12) 


PE, w, 7) ~ (gig JP. vD, (6.1.18) 


BUN PCARRD, TRE RSRPA, 的 转移 
PERE l 
P(X, ¥, £, 9, D= Prix =x, vE) 

=v|x(0) =£, v(0) = 
WG LB LORE Be 
0-2 yy. V,P—V,2°V,P— BY (WP) - AP, 


PR, V, £, 9, 0) =a 人 De o 
#6 (6,1,12) A PER 
min hD 0, i=0, 1 


其 中 80 SLE O 的 边界 ， ah TAR IF g0 Rp 
两 者 均 为 站， BH ecim, ATERSI, 考虑 到 
ne 0) 
则 激活 能 的 量 值 有 下 列 三 种 可 能 性 ， 或 取 值 很 大 [ 即 O) 
OS BY), RHO), BIE O 
PAO ANH BES ET EB, Re be 
FES)ADAAS-EMRAB, 得 到 


gar 








0 一 6s pa Hoah — Vapa Voh | 8 [Ybor Vail] 
— [Yo l HAt]. (6.1, y 
对 85 安 1 ,我 们 来 研究 这 个 方程 ， 由 6.1.11) sh, AE e 与 


E vot ABRAM, 据 此 ， ae 
胞 ， 方 程 (6.1.14) 有 平衡 解 


p=exp| -+4 hith t = wo")|, a = ere, 


fE— 7 ARR A Ta, A dE a B AS 
变量 的 形式 ,， 这 样 , Bi (6.1.14) Sb b BD, 


pop -H ht dt E o) Devan 78,0), 





(6.1.15) 

此 处 y= 
SET, (6.1.16) 

oer, 


空间 变量 y 描述 边界 屋 ， 如 果 它 存在 ， 且 s o 是 慢 时 间 空 量 . 
把 (6.1.15) 式 和 (6.1.16) 式 代入 到 (6.1.14) K, 并 比较 e 
的 不 同 塞 的 系数 , 得 到 如 下 的 方程 组 : 
w Vaa Adar = 人 Vita] 


— [Veta st Vids: Vafaa +t Sin ,| 


-Ê 4 2. 
er aa Be Lina, (6.1.17) 


H woo 时 我 们 含 去 by 关于 o 的 指数 项 , 并 要 求 每 一 个 
th 至 多 具有 关于 w MSHA, MBS, H (6.1.15) 8, 5 w- 
oki os SENG b TC TH a SET, 


134+ 





在 (6.1.17) 式 中 , 令 n-0, 得 到 
w Yafo Adao =O, 
EAHA ARS 
o= ACY; r, 0; 3; 7), (6.1.18) 
这 里 A EEADEFEH, 
下 一 步 ,在 C6.1.17) 式 中 ,了 到 % 一 1 得 到 
w Voi AV wh = eee VA, 
这 个 方程 有 多 项 式 解 
| ify mV ACY; T, T; 8 7), 
可 以 在 be 的 表达 式 中 加 上 齐 次 方 穆 的 解 ， 但 我 们 不 这 样 艇 , B 
为 这 个 解 可 以 计 入 4 中 ， 
在 (6.1,1?7) 式 中 , 令 % 一 3, 经 过 重新 整理 ,得 到 
09° Vota hha = { -w VA} + {Vy [we 一 XI VAY 
+{1.4,A—VebrV AeA) (6.1.10) 


这 里 wo" 是 矩阵 , 它 的 元 素 是 foo), 因为 非 齐 次 方程 
[o Vv, half (@) = 1 
有 特 解 ， Koai Ea, Se adsdn， 


eens 仅 当 (6.I.19) 式 最 后 一 项 为 0 
时 , 解 加 A Heo SSL, A, be 关于 o RRR AK, BTL, 
PUR RSF OL (6.1.19) RARER PE 为 


SA nd A— Vidor Yy A. (6.1.20) 


Ti u h TAH h: 
y= w VALY; TT 8; G) 


(vA T, e s 0), 
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如 上 ,在 vs 的 表达 式 中 我 们 没有 计 入 和 齐 次 方程 的 解 ， 

对 于 %=3 与 4, RARE ERO (G.I, Ay 
RRE HRE RER H, An ER A RR, KR 
PIF BRIS E, xi n=3, 得 到 

EV, VA ~Vigu Vrd Vibe V4, (6.1.24) 
以 及 对 nn 一 和 
OA 
A NTA Vb VA (6.1.22) 


PHISH r, s 与 o 和 二 个 位 置 变量 ay, 方程 
(6.1.20) ~ (6.1.22) 描述 了 4 的 演化 。 RINT 
合成 关于 a(t, o) 的 一 个 单独 的 方程 , 此 处 

alr, = ALY, I, t 3 0), (6.1.23) 
其 中 变量 的 相关 性 由 (6.1.167 式 显示 出 ,根据 (6.1.12) Ñ, 
(6.1.16), 41(6.1.20) A~ (6.1.22), 4 
aĝa aA 
co 


2A 
sa ae tea se 





Be 
—2n(Vet— V, (V+ v} 


senga) an) 
ma dr — s Vp Ve, 
因 站 ,根据 (6.1.13), (6.1.15), (6.1.18) 和 (6.1.28) 式 ， 


woxp| -区 (6 十 + w*) lala, oy, (6.1.24) 
其 中 
ar 
Be Vib Vea, (6.1.25) 
方程 (6.1.24) -5 (6.1.25) HN EEK A A A Sk 
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6.1.14 AE, BORER, e. LIDKA 
以 是 (È), (6.1.16) R49 ELDR, 2 LELES) 
且 Vu 可 以 是 CL), panas, fA CD AR 而 且 
< 可以 有 (适当 的 ) 边界 县， 
运用 (6.1.11), (6.1.12) 和 (6.1.16) 式 ,可 其 把 (6.1.24) 寂 
paoman, DÈ), (6.1.26) 
式 中 





p(x, i) -onea (2. x, a iJa, (6.1.29) 


BGA FA (6.1.25) 45 (6.1.27) 38, tee HE BABA PO SEB DS i BE- 
RRA 





BE HE Apt Vip VD) (6.4.28) 
p(x, £, 0)=ô(x-¢), (6.1.29) 


此 外 , 《6.1.18) 与 (6.1.26) 式 蕴涵 着 
P(x, v, €, 9, D~ ar) “mene ££). 
i | (6.1.30) 

PE BK, X—- WRN BL KE (6.1.14) 
HES RL MET Se (6.1.28), SUL, 已 经 证 
明了 如 果 解 的 位 势 与 空间 导数 相当 大 时 , 斯 莫 路 苏 斯 基 - 帝 拉美 
方程 仍然 成 立 ， 我 们 没有 从 福 克 尔 — 普 庆 克 方程 的 初始 条 件 出 
发 去 推导 初始 条 件 (6.1.29), 但 是 我 们 已 注意 到 它 可 以 用 (6,1， 
14) 式 的 渐 近 “初始 屋 ” 的 分 析 和 初始 条 件 , El OR 

PG, V, é, 4, tj) (X -&€, y- 





= 187 ， 


HES ty R08 90. 

方程 (6.1.38) 是 随机 微分 方程 (6.1.5) 的 解 的 转移 概率 密 
REA EAA SE, 

习题 6.1.1 


Hj LAH BA IESE R EA N A E E. 解 这 个 方程 并 计算 位 移 
与 速度 的 均值 与 方差 ， 与 习题 3.1.6 中 的 那些 结果 比较 。 





习题 6.1.2 
在 电磁 场 中 考 赚 带 纺 荷 的 布朗 质点 的 朗 之 万 方程 
= 
a= -6y +KE(x)—- H1) xy+ SE 2, 


Rh r= Got ts a, K(x) =(Ki(x), K(x), KRAD Ha) E 
场 , 而 x 表示 向 量 积 . 导 由 斯 莫 路 苏 斯 基 ~ 克 拉美 方程 . 











习题 6.1.8 
把 禄 克 尔 - 普 朗 克 方 程 的 渐 近 分 析 推广 到 下 曾 的 迁移 方程 上 去 
Bary E (EG) Bu) Fo + alas, 
RhLERREREy LOR, g=) 是 参数 ， RB AB, 
Cii)i-> 00, Gil) 4 A> oy, t= + (8) GEA HRE sttuG@, y tB) 
一 ats, SSRIS AR, 函数 w(x, 9) 为 某 个 合适 的 斯 莫 路 苏 斯 基 方 程 的 解 ， 





JE 6.4.4 


考虑 一 纵 扩 散 的 哥 德 斯 坦 H (Goldstein) 3, 质点 是 洛 Hi, 并 
且 以 面 定 速度 w AARAA DAA, HER iy@, tO} 


ERER ey 29 M A => 8>0 音 义 下 ， 取 值 为 te, 的 过 程 几 于 
税 柱 之 疗 的 时 间 服 从 指数 分 布 的 ,所 以 速度 过 程 y(t) 的 转移 梯 率 为 
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P(t +s) = taly(s) = +a) 


_ i LHe" 1—e 88 1 1 1 N 
= Fly a le> Hy yp Meee. 613D 





fe ot fee) 满足 Bay, G e(O)=2, MA CE, y()) 是 一 个 马尔 
WTAE, + 
ud, x =H, fe), yE 


Rh ya(“ ), = = =(0)， 运 用 (6.1.31) 式 ,得 到 


其 中 CT T, a) ) 和 Ac Bf" 1 


u(t, T, -0 2\i 1 
24 REEE R, 其 极限 能 够 按 尺度 s= y O = yG 而 求 得 ,我 
们 每 到 


COREEA 
D-i ya) 


fink a dan 
w0, m, D =E Do 
其 中 WG; T, Y= Es, CAOR of), ' 
HR f Y AREO 9) MSEE, -a ABR 
HERBE =f-=f. 记 


Do DEC 6 -al 
40, =fs(2), EH wen tu 满足 方程 。 


PuL aii ; 
Ot -28 2 o i 


w(0, D=), we, r)=0 
{这 是 电报 方程 )。 当 8 一 0 时 , 运用 土 夯 的 展开 式 , 取 


ssr( 2 





i i; æ 


一 二 i 
TA 1 1/7627" 


Bria -一 
! 1 -1 


Bop PRM 各 的 零 空间 上 的 投影 , A 


) PR," 12,P= = 
2 ek = 





P=ime -总 1 4). 


从 而 证 明 
ult, 2) _ a? Duli, 2) 
at 4p 2r? (6.1.32) 
(0, 2) =f (x), 
Fiz (6.1.32) B—-HY BAH, AP RRR 07/48, 这 里 w 一 质点 的 速 
E 而 8= WZ aT eo 上 


习题 8.1.5" 


考 虚线 性 迁移 方程 


ĝu y, L oy 
可 十 Ya yuty = Petar, 


这 里 = (fp Ta, TaT 是 空间 变量 ， y= Wr Ye 3)" REE, 而 u(x, 
y 站 ERZE AARRE. 


F=@(x, i) +e E(x, +S y xB, D 


表示 作用 在 系统 上 的 外 力 ; € E, mB 分 别 求 示 重力 ,电力 和 磁力 ， 常 数 
mR, H S(x, ys 从 表示 来 源 项 , 即 希 薄 质 点 瞬时 射 到 相 
空间 中 的 一 体积 元 中 的 浓度 。 工 是 算 子 ， 它 决定 了 气体 与 介质 之 阅 的 磁 
撞 ， 在 对 让 牧 方程 作 无 量 纲 化 后 , 假设 气体 (例如 中 子 ) 与 介质 碰 溃 之 间 的 
S398 BAUR SY hiy LR CR e or toed], + 
ew(X, i) 是 介质 的 相对 小 速度 , 使 得 了 一 了 一 sw OCT ZI). ER 
Hi: E4G—+>sE, B>B, 9-078, Iu IW， 这 里 凡是 相对 新 变量 的 密 
度 。 可 得 到 迁移 方程 


ÊE. yey erw) ut vy [> x Bie(E+ w xB) 


一 EC Vw) e (+ w+w-yiw) jum Lutes, 
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RL J b= Lyte La Hp 
L(x, ¥, = [ nonce, th Yo ‘ux, h Edn 


-aT y, Dux, y, © n=, D. 
假设 0 是 I4 WE a, WER Rox, y OR p=, 和 


1=[ay—4e [|y ayl. CERAM 6 RERNE 
型 的 ,) Bi G—SCly]), Le ERATEN, PA L 的 定义 域 中 的 一 切 
FA [Lofdy=0 (HLL OHI TS ERI. EOL RF T= 


Lo~ ¥X BV, WHI, HOSS =-1HMSTST WHER fR 
OR T OMG Ee, MAM — WB, spec(T)c (Rea<y <0}, G 


IOLE, BY [Tg dy=0 i, Pg BW. BE 


_< 33 十 十 Yy 7 
=D ie Y “GE, pies a ¥ 2s 
这 里 P, ARRAS TOR, TEE Lo 保持 形 如 


grie ly|, # 
的 纯 量 函数 空间 不 变 ， 


G u= Sunt? 则 得 到 
up = A(X, Plz, Iyl è) 
=d, DA 17|， D+ ee (rl; #,. 
其 中 
= (| Bl/?+K)7(Kh+B(B- Kh) +Bx bh], 
: : a 
b=(lylOvide+[ lylve+ B+ wx B(s E) Ao 
T E 由 下 式 定义 ， 
wig i Iyl t) |= TT {EH (x, iyl t) 
《注意 Ep-Bxy=h), 1N ua WTR E i 
[it] spec 指 谱 一 一 译 者 注 


(6.1.33) 








a14te 





Ao: (FZ lvitudlyl+wds)so4o+8o (6.1.38 


这 里 Si, D= f S, y, Ddy 


o(a, i) = [Ep Cx, y, åy, 

把 6,1.34) 式 改写 成 
FZ Ay + 9x Ayo= 0 do +S 
这 里 w= M(ly|¢-y be Aq) +My| Vp) 
| +M( ybr btw xB) )+w, 
其 中 M EKHAR T: l 

MC. a ly lB 2%) AUK + BBR 44 Bx) )dlyf, 
HB BxIG)=-Bxf, 

考虑 下 面 的 情况 : 


(i) 5 一 六 质点 守 伍 )。 
(ii) 假设 由 是 者 克 斯 韦 型 的 : 


人 Ge 

{并且 分 析 由 ow PPA EE MT) 
Gi) ame B=0 nie fas m-)=(42)[rlylex ayi] 
(iv) Boo, B= [Blo gamo- ($E )feotly| x81 71 


Cv) 假设 散射 是 各 向 同性 的 , Blos=ott, yp H: 等 等 。 证 朋 
Kh= -|y |33, lyi HLC, Y, $) 
并 构造 K> şa (BESA, 


习题 6.1.6 


考虑 作用 在 布衣 运动 上 的 重力 效应 并 解释 沉淀 现 象 , 即 解 释 质 点 浓度 
Mee MRR, WARES MATES 的 近 
CAT E 
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aS =K (x) + EE ©) 1 3=Bt X=(%, y, Df, 


& K=(0, 0, - (1-2 )¥ g 


这 里 po TAMAHAU, p 是 布朗 质点 的 恋 床 MGp>poy。， 念 岂 是 对 应 
的 福 克 尔 - 普 衣 克 方 程 的 解 . 


G 证 明 jCwK+Dvw) 是 扩散 流 (D 一 如 -)， 
GD 忽略 在 为 # 方 向 上 的 扩散 ,导出 


aw ew ur - . 
“at =D “ag te ° Ba? (6.1.36) 


o=( -#)y, 
证 明 对 这 个 问题 的 初始 与 边 界 条 件 是 
DË towo 和 w3le—4), (8.1.36) 
在 =0 处 , 1>0 GEEH), | 


di + w=UG, Dexp|— p (一 w+- ai 
解 (6.1.35) 式 ,证明 lim wls, 加) 二 ($ je Ho, 平 货 解 岩 示 等 温 大 
气 定律 9, 用 图 解法 说 明 解 的 特性 , AEE wG h 0) 的 图 线 ， 

Gv) 证 明 Be R 


即 是 等 效 均匀 大 气 的 高度 ， 
w) 为 什么 状态 2 一 0 不 是 最 小 能 时 状态 ? REREH É a= ORR 
点 将 不 在 那里 停留 , FF Bl l l 


ws t, O= 








7 1 人 to 
ae Dt 
+ E ~ w wae > peo, 
所 丽质 点 为 了 抵消 周 图 液体 的 内 能 , 要 散 一 定量 的 功 , 这 与 热力 学 第 二 定 
AAT A! 
CD 证 昌 为 此 而 做 的 平 沟 功 为 
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kT 
质点 数 ? 
Br ISK BL MAD B/S Be 
ES=8 sux Nk, 
RANARAWMAWHA. BERRA MAL ME 使 它 
的 效率 比 卡 诺 笑 环 更 高 ? 
A s< D/o 和 e>D/e 时 , SRR AWA ERRAMRA. 


EkA=——_. 

















习题 6.1.7 


证 明 : RAP RAM Do Do 的 两 个 相互 独立 的 布朗 运动 质点 之 间 的 
相对 位 移 也 遵循 布朗 运动 的 定律 , 其 扩散 系数 为 Dis= Dit Do, 


习题 6.1.8 


假设 在 空间 中 固定 的 一 个 质点 , 处 于 伸 向 无 限 远 的 介质 中 , 而 在 介质 
中 大 量 类 似 的 布衣 运动 质点 在 时 间 # 一 0 时 是 岁 名 分布 的 。 更 确切 地 说 ， 
HEGRE RAB PCV -ce)， 王 为 容 回 中 布朗 运 动 质 点 数 
B 时 ;六 JV oe, 假设 静 质 点 被 半径 为 的 影响 球面 包 国 着 , MAE E 
一 质点 跑 到 与 殉 质 点 的 距离 及 之 内 时 都 会 被 吸收 划 球 内 ， 试 计算 质 
点 到 达 半 径 为 世 的 包围 静 质 点 的 球面 上 的 比率 ? 令 + 是 在 时 间 t=0 时 ， 
质点 在 |r| =R 外 的 平均 浓度 .. 

CE. da DRv(l+ R/V wD je 





6.2 扩散 逼近 马尔 可 夫 链 , 在 遗传 学 中 的 应 用 


布衣 运动 可 用 一 个 改变 尺度 的 随 视 游 动 的 极限 来 构造 ， 这 
种 构造 可 以 推广 到 一 类 马尔 可 夫 链 ， 假 设 在 实 线 上 对 每 信友 ， 
给 定 一 个 马尔 可 未 链 Kr) HARP, oy, wh, oo Tk 
马尔 可 夫 链 的 可 能 状态 , 而且 
P [X wh? 一 各 办 | AN (tua) = ty] =piy(n), 
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其 中 ECEN 


E i N -> co BY, 
max Ayh = max{ t} a -t0 
令 tu(t)=ayG2), HESE 


我 们 定义 了 onl) WFD ER AEE, | 
maan Nco i}, dtm As(V) 0, WU 


at ty (t+ At) — —ay (2) ]ale, 从 
oo ox) -> Bw, 8) 


和 和 = be, len (t+ At) wy lH 0, 


Perr KAARA 说 得 更 明确 些 , 设 
Eenley ti 48) anli] =an(a, HAE 
Ep slex (t-t dt) -ar E) = bCa, DA 
BREN N-o. 
P A097 20 eee ee. i+ AD) anG) osCexQ), ofa dt» 0- 





和 
{JasCen(), Halex), d NTT 
-vV Blan), H |d 0, 
此 外 , 假设 ele, D) 与 Vo, ) Æ Rx [0, T RRA ERA 
ME ex(o, ) 4 bulo, D) EARRA. AMDAN E 
dolt) —a(a(t), Dae V OEE), dult) 

有 唯一 解 , WIEBE RE, YN 00 时 , ore, 到 ,对 每 
一 个 连续 函数 了 i N— co 时 ,有 | 

Hy flax OESO). 
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[证 明 见 文献 [48]], 例如 考虑 Wright-Fisher 模型 to)， 令 两 个 
基因 和 A 与 a 决定 群体 中 的 一 个 遗传 类 型 , 它 交 三 种 可 能 的 基因 
型 设 为 AA,aa, 5 Aa, 此 外 ,我 们 假设 再 生 细胞 ,工本 子 具 有 一 
AEA, RREAN AA R aa 的 有 机 体 的 写 子 ,分 别 具 有 基因 
Aa, 而 a 的 一 个 有 机 体 的 配子 可 以 等 构 率 地 具有 基因 A 
或 a。 在 贝 努 利 设计 的 条 件 下 ， 一 个 后 代 从 每 个 母体 中 接受 一 
个 基因 。 更 确切 地 说 , N 个 后 代 的 基因 弄 银 构 ， BAW A 和 
a 的 27 个 基因 的 集合 中 独立 中 抽取 2 个 的 结果 ， 现 在 假定 
所 考虑 的 群体 是 由 每 一 代 驴 个 个 体 组 成 ， 这 可 以 在 每 一 代 
中 按 用 适当 方法 选择 有 机体 来 达到 . MEERA, At PE 
HERTA 型 (0<st<2W)， 则 称 这 一 代 处 于 状态 A, 很 清楚 ， 
这 样 一 个 遗传 过 程 是 一 个 县 有 2N +1 个 状态 Bo, Bs, +, Box, 
的 马尔 可 夫 链 .在 一 次 遗传 中 , 从 E BE, 的 转移 概率 等 于 ， 

P- (<6) 0-4)" " (6.2.1) 
另 一 种 说 法 ,我 们 可 以 考虑 一 个 群体 , BS ni Kr) 一 个 
MKB A 型 前 并 个 个 体 组 成 ， 下 一 伐 是 由 上 一 代 可 能 产生 的 
ARP ERP MILE N 个 个 体 组 成 的 ， 例 如 , 对 一 鱼 二 而 
家 ,就 是 这 种 情况 选择 过 程 是 对 A MRA E o=4/N WH 
二 项 型 ， 我 们 认为 作出 这 个 假设 基 合 理 的 ， 因 为 入 型 的 比例 
UN 等 于 它 在 大 量 后 代 群 体 中 的 概率 .转移 氢 率 为 








PS P(Xy(n+1) 一 下 五 mt 一 i) -pe 


WFP UE AERAL, $s 表示 & 相对 于 & 的 合理 性 ， 
Bp : . 


N ， 
py- "rane, 
3 


146s 





其 中 tas) ote te 


iw i—x I+se “ 
著 8 一 sxQ0 是 一 个 随机 变量 , 出 我 们 感 兴趣 的 量 , 例如 一 个 基因 
型 的 灭绝 的 概率 ， 直 至 严 绝 的 时 间 , 全 A 群体 等 就 变 得 很 准 计 
BT. ERP EN F, 用 扩散 过 程 或 者 更 精确 地 说 用 随机 微分 
方程 的 解 来 逼近 马尔 可 夫 链 {X}. WA 
orq) = 2ND 


RENENRE, BIN] Apa N 的 最 大 整数 , t 是 任意 
TER, KRM ov) 表示 群体 中 A WHE. Buy Noo 时 ， 
m= [Ni] 








N Esy(n)— eE) 
NE (a-o) A NEn) 0 对 一 切 上 >2, 


etal 
R dte 得 到 





ax =e Bas lew(t+ At) -mr 的 ] 
= ECX x( [N] +1) XN) X(N] eN], 
Fy Xx(n) EBW, ox), 我 们 有 (参看 第 一 章 ) 
ay=NE,(2"—2) 
1+8y nm) a _ 

= Be) 

zoo asl -er t), (6.2.2) 
it A, RMA 


1 Hat 人 全 十 dt) -EN HF 


ve- Helaba, D. (6.2.8) 
1 NOOK, 庶 高 阶 什 都 趋向 于 0 
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为 了 证 明 收 化 速率 充分 快 ， 以 鲁 满 足 本 节 一 开始 提出 药 收 
BURP BAN TERK AG Wright: Fisher Me. RANA 
E [estit At) — ow) jaw] =0 


和 El jaxl dt) -on P OU ew (OT, 





EU lay (e+ dt) sa sles (DI < ts 


这 里 长 是 沉 数 ， 现 在 容易 肝 出 ,假如 随机 微分 方程 

da(t)=a(e, t)dt+/b(@, E dw(t), (6.2.4) 

v(O) =g 
有 了 唯一 解 (在 x 一 0 Fla) A), Wm, PER, 
(6.2.4) 式 中 的 系数 Vola, 二 不 满足 存在 性 和 唯一 性 定理 前 
条 什 ， 为 了 证 明 存在 性 和 唯一 性 , 在 区 问 T= [8, 1-2] 中 考虑 
(6.2 .4 BE LAR ol 上 为 吸收 。 在 五 中 , EERE 
一 性 完 理 的 条 性 是 成 立 的 , 因 区 ,直到 时 间 
4, =inf {¢|2,(¢) GAL} 
E LpA- aD, 按 局 部 化 原理 〔 参 看 习题 4.2.3 )， 竺 
eyes, We, ST Bo ` 
a, l=, Omir, 
4 s >On, 我们 看 到 eO KATER O Anr, KET 
E eG) 的 吸收 时 间 . 
PAS an(t)—> o(2), Xo) 是 随机 微分 方程 

Iwl <ala, tdt+ ble, E) dw) 
的 解 , 在 w=9 Ml o-1L RAR, 很 明显 一 旦 一 个 基因 型 
Ke, 对 所 有 来 来 的 干 一代， 除非 出 现 罕 变 否 风 将 永远 为 灭绝 . 
RE ARARE (2) MEKAO, 1 中 高 出 的 窒 率 ， 
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习题 6.2.1 


对 [swtm) (<1, 根据 泰勒 级 数 展 开 式 ; 对 [owed | > 六 运用 切 比 晓 去 
AER, WEG. 2.2) 16.2.3) 04, 


习题 6.2.2 


TEAR AA, As 与 a8 的 相对 选择 强度 分 别 为 PERGA i; 
[1+ sh a] 时 , RRG RR 
alm, H=x(1- DIE) -0 -ne Aa) 
+e- Dr, 
而 扩散 系数 为 
bt, D=- 网 Cu + 9 r)i, 


其 由 Est, CH) ~ oe) , EES a] ~ 2O, 





DATOE TORAS ls) |=0 (2) 
Ni k>2 A =CNT, 


习题 6.2.2 | 
(LAE Wright-Fisher 模型 中 出 现 突变 , 从 A 到 a 的 突变 速率 为 a, 
Jad) A WSS an, EGS, sH FARA: 
g=~—s¢a+(l—-zje, 和 st= tee 
为 简单 起 见 假设 sw 是 确定 的 , BS N —> œ 时 
Nsy oa, Nao Y: G=1, D. 
证 明 a(x) =or(1—-2) -— y tyll besele, 


习题 6.2.4 
BOE TAR AC a Be MEE I 
me ale, nee bs, a =-1 (6.2.5) 





和 E1: 


uO, =u, 人 = 人 
Gem: 证明 在 区 间 [8， 1-8) LB u Dud- 位 =0 的 
(6.2. DRRR we, DUCE AB ue, 1, H HARER, 


习题 6.2.5 


根据 习题 6.2.4, 证 明 一 个 基因 型 的 灭 统 将 在 有 限时 间 肉 出现 的 概率 
为 2， 写 出 灭绝 概率 wz Y= Pewee | 去 的 比例 在 时 间 + 是 台所 
HERRA EN: 


H4tn=0, sai, u0, s)<0, w(t, y=1. (6.2.6) 


在 时 齐 的 情况 下 解 人 6.2. 的 式 与 (6.3.6) 式 ， 用 这 些 解 估计 灭绝 的 概 
率 和 灭绝 的 期 望 时 间 ， | 
Enr = E| Xu) =) ~ Nuts, t) 
这 里 we H) E (6.2.5) ROR, ty BEE KBR, no 
EBO-RWRA, ten /N, =N, 问 这 一 逼近 好 到 什么 程度 ? 与 不 
加 选择 的 Wright-Pisher 模型 比较 




















习题 6.2.6 
TEA} A RAAT A Pe 
v(a, = NE, as, : 


KB ev, int {e>t|2(e) 一 0 Rae(=1, aI 并 且 证 明 Ww oO 是 方 
程 
Z4 w= ~N%, v0, f= )=0 


的 解 . 


习题 6.27 


Ee RHR ELOR, Mo (soe, 又 念 0 的 一 0 Ma, = 
oe “x(l—2) Fl bt, =PC1 一 2)， 导 出 下 询 基 于 期 望 离 出 时 间 eG t) 
[ws, 全 是 C6.3. 后 式 的 解 ] 的 展开 式 
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wit, = $ u o), (6.2.79 








其 中 Jed -wy 1, wol0) —w C1) =0, 

B, to()= ao ad- Dnd- r)] 

和 tesa- T) a 二 en 一 一 世代 一 s) aa 1@} 
aO tali =0, 

™- cr 

证 明 [wien E 


湛 中 0= 常 数 ， 所 以 级 数 6.2.7) 式 对 #z0 -—RM RM. THB o@)= 
op 则 渐 近 级 数 


wl, DPCO G>1) 
FUROR, HA wee), HEH too 时， 
w, t) 3) un) mn | =O mt), - 





习题 8.3.8 


证 明 ; 如 果 限 制 过 程 在 区 各 的 右 端 点 上 高 出 , 我 们 可 得 到 与 上 述 具 有 
相同 系数 Oe) 的 一 个 扩散 过 程 , 但 其 偏 移 系 数 修改 为 


at (x) = a(x) +2" ee) ， 
其 中 we) 是 在 右 端 点 上 离 出 的 概率 1. 
习题 6.2.9" 
阅读 Peller Wigs Jy Mand] 的 著作 [中 
SH 6.2.10 


考虑 由 3 型 与 ARS ARP RENMEI, Sad 
8 表示 下 实数 ， 群体 的 大 小 固定 为 %， BEES 今 一 代 中 存在 着 j 个 a 


型 的 配子 和 9 一 5 个 站 型 配子 ， 并 定 尺 多 二 过、 令 转移 概率 矩阵 为 

















«1Bi-« 


HY 一 
Dy por alpo”, 
ig CP £ PO 
RE p EXS : 
Py= By + fC. 


_ Bn p+ 1 
和 Fa€P) "T-Bar q 1 p. 
参数 a 与 有 通常 表示 增殖 莽 别 ， 求 逼近 的 随机 短 分 方程 并 证 明 收 笋 条 休 
是 满足 的 9 
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第 七 A NS 


7.1 在 一 流 场 中 的 小 扩散 


在 动态 系统 上 ， 其 至 非常 小 的 随机 摄 ( 扰 ) 动 在 充分 长 的 时 
间 以 后 的 累积 效应 是 值得 重视 的 例 交 ,即使 对 应 的 确定 型 系 
统 有 一 个 源 近 稳定 的 平衡 点 ， 随 机 效应 能 引起 系统 的 轨道 以 邦 
- PAAR ARERR S. 47). ERED) HERE 


=b(x) (T. 1. 1) 


ABEREA RELAI. FERRE- oo, 
zz 变 成 随机 过 程 3), CWE PRISAR 

dx, =b(x,)di+sodw(¥), . (7.1.2) 
这 里 w(t) 是 %- 维 布衣 运动 ，b(X) 是 向 量 场 , o(X) EE 
pE Ti eto 是 小 的 实 参数 ， 这 一 章 中 我 们 将 研究 下 面 的 问题， 
这 个 问题 最 初 是 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 提出 和 的，: 即 求 下 述 各 信 接 & 的 
渐 近 展开 ， 人 在 一 个 区 域 的 边界 上 的 点 的 概率 分 布 ， 其 中 报 
动 系统 的 航线 首次 离 出 ，(i) 期 望 离 出 时 间 ， 为 了 说 明 这 些 问 
题 的 实质 ， 拒 随机 楼 动 看 成 为 确定 流 场 中 质点 的 缓慢 扩散 是 很 
方便 的 , ;当然 , 其 结果 将 依赖 于 基础 流 场 的 特征 ， 根 据 质 点 的 
是 扩散 性 ,我 们 将 区 分 三 种 畏 况 ， (四 顺 流 ， 凶 ) 越 流 , ROB 
HAE TLL.. 如 第 四 总 中 措 述 的 那样 , :我 们 把 这 个 问题 与 
某 个 奇 寞 撤 动 椭圆 型 边 值 问题 的 解 联系 起 来 ? - 


* $3» 


(a) 《的 íc) 
图 7.1.1 流 场 l 


T.2 WAT ALA KHD 


& OF: RB 中 前 一 个 区 域 , 并 且 假 设 向 量 场 bfxy 的 流 线 穿 
MOT 1a), BAUM, px E 71D RH, 
MWHXO)=$xEQ, 假定 对 某 个 有 限 的 二 >>0 H t>O, el) E 
OQG—1, 2), 令 o(X) BO HHA REE, FR 

tl) -4 (oro) is = >>| Cans, 
为 简单 想见 假定 y= 5,;, u(x, t) 是 边 信 问题 的 解 ， 
Lita = 87 Au, +-b(X)+Vmy=—0, HAH, (7.2.1) 
w(xX) = f(x), Æ 3A L, 
这 里 了 (XY) 是 30. 上 的 光滑 函数 [参见 6.4.8) 2], FRE 
(5.4.9 RA oe 


wm) = Efe) =] le, VUES. 
直观 上 看 是 消 想 的 ， 如 果 x0) —-x(0)=xEQ, 当 随 机 摆动 很 
小 时 ,人 偏离 确定 轨 线 XC) 也 是 很 小 的 。 因此 扩散 质点 将 
随 流 一 起 于 流 的 离 出 点 附近 元 出 区 域 ， 令 了 () 是 当 上 增加 时 ， 
(TLL) XO) AN ORR, BRAY esoh 
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p(X, p> dy) -¥) 
(KER, YEIN). 
FAT. DRR u) 将 收敛 于 
uf SCF -DFI Bf). (7.2.2) 
ART 2.2) RAE U(X) 是 下 列 简 化 方程 
b(x)-VueO,. EAH, (7.2.8) 
u(x) =f), 在 80: 上 
前 解 ， 这 里 OQ, 是 202 | (7.1.1) FE 如 的 那 一 部 分 ， 
事实 上 , (7.2,8) 式 能 够 写 万 


Z ua) =O, (7.2.4) 


洪 中 <) 是 (7.1.1) 式 的 一 个 解 。 所 以 在 特征 曲线 x 人 上 
UXO) 是 常数 ,而且 它 的 值 是 了 CFY(Z))， 一 个 更 精确 的 数学 
你 理 是 建立 在 对 (7.2,1) 式 的 边界 层 方法 与 渐 近 展开 式 的 方法 
的 基础 上 (射线 方法 )。 由 于 简化 方程 (7.2.8) 是 一 阶 的 ， 因 此 
DARE OUTER RR ALL, KS 
(7.2.1) HR eX) EMEA OO 上 满足 边界 条 件 , 因此 , 边界 层 将 
E 002, -OQ~ 20, 附近 ， 即 在 声 D(x) 指向 局 内 的 那些 点 处 展 
F. 这 样 的 点 是 由 条 件 
b(x)-v(x) <0, KEAN, (7.2.5) 
MAUN AE (x) 是 89 于 点 工 处 的 外 法 线 ， 因此， 我 们 将 
EEA 
U(X) mu (X) eh e hit) 
GU. AC.2LDAHA 
eh iv bv +e" (b—2Vg)-Vh+-0(8"), 
tao, (7.2.6) 
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47.2.6) AR PSB- MESSE TRE RK g 

|Vg|?=b- Vg, (7.2.7) 
WM EI, 有 9(X) =0 和 对 一 切 完 ED,， 有 g(x) >0, 则 边界 
层 效 应 出 现 ， 在 吕 中, 函数 ha) 是 方程 


(b-~-2Vg) -Vh— dgh=0 (7.2.8) 
的 解 , E OQ. 上 为 满足 边界 条 你 | 
A(x) =f (x) ult), (7.2.8) 


由 于 RX) 在 边界 屋 {x|dish(x, 0Q.<s} 的 外 部 是 超越 小 
量 , 即 当 sO 对 一 切 n>, eh, Bk, ARE 
823 的 一 个 邻 域内 构造 9 AA, 方程 好 .2.7) BRP GE TK 
RI, MD E A onan (10.2.8) 30) 


iP a ag . 
SZ =2p~ — b; R vorP: qe = IPI? (7.2.9) 
其 中 pyg 和 (b-p) 2p, 


变量 x() 作为 边界 点 的 坐标 在 O 上 被 确定 , 变量 卫 用 
(7 .2.8) 式 的 特征 山 线 (在 20。 上 进入 中 这 样 一 种 方法 确 
定 ， 例如 在 AQ, E, p= Ore E, 
Bae ACT. 2.8) 式 沿 特 征 曲线 xO 的 积分 求 得 ， 由 于 
(7.2.8) 式 能 写 


ee ioe 


FER REGN ~h(RO))oxp[ -f doad], 


根据 (7.2.8) 式 ,ACXC0)) = f(x) - ua) DAE EO) =x CAR]. 
这 个 拘 造 表明 上 述 的 直观 描述 是 正确 的 ， 
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习题 7.2.1 


证 明 ; 期 望 离 出 时 间 By Te 其 中 BMX DR EC) 
ATEAC y Ge) 的 时 间 。 对 时 齐 的 情形 导出 对 应 的 边 值 问题 (5.4. 合 
式 的 渐 过 展开 式 。 





习题 7.2.8 


考虑 在 20 上 bw>8 的 情况 ， 即 ， Ao bE 20 的 一 切 点 上 指向 驴 
前 外 部 ， 在 此 情形 下 ， 至 少 存在 一 个 痢 办 点 XO, 使 得 DG) 一 0 (不 
和 失 一 般 竹 , 根 设 仅 有 一 个 这 样 的 点 了 存在 ， 且 xX, 一 路。 这 种 情形 没有 边 
RERA, Fe ee BG), Yt — oo AHR K=O, 简化 
A (7.2.3) RO UO) 在 Tow0 上 一 定 是 不 连续 的 。 在 玉 =0 RY 
-TAER Fu.) ie, %) +000), Bie, x) 是 内 层 ， 即 
ie, 2) BIHAN, MEA > On, ie, > wr | i, X) =e G+ 


sgi iT] 





习题 7.2.3" 
5 EM TCA I ARSE HM L 5.1 psp a8 100 06.00, 


习题 7.2.4" 


ERIC BLE 2A E RHENE 00. 上 六 及 毁 天 可 以 影响 系统 ， 
村 来 我 们 感 兴 趣 的 量 的 展开 式 5 全 





习题 7.2.5" 


对 福 克 尔 - 普 朗 丰 方程 已 及 对 离 出 时 间 的 分 布 (5,&.0, 提出 类 似 的 浙 
PERO 


习题 7.2.6 
O 考虑 在 OO 上 反射 的 情况 ， 证 明 由 (7 ,23- 卫 式 定义 的 ,在 oe ER 


. t57.» 


有 反射 的 确定 型 过 程 xf 的， 对 一 切 时 间 志 区 (六 上 总 满足 微分 方程 
XC =X (fo) +f 4a(X(s)b(x(s))ds+éCx, D, 
对 一 切 时 间 名 这 里 x(0) 一 x， tomintfilx C) E20) 和 和 
E, = =f kea CDDC) MEG) ¥ OES, 
Ea, 0 =0 
m AO =P) — yaa (X JP (X) DCX) +(x) V0], 


RRC) 在 点 ESQ 上 和 相 切 于 边界 ,并 使 得 by>0 并 等 于 bfx) 的 切 
向 分 量 ; 在 边界 点 立 EC) be) 使 得 
h(x} v(x) <0, 
Gi*) 5 (7.1.2) AA MAAA A ot BEC, D, E 


FE ORF KF, REWE, LFE, E(x, OF x.) 


A, É, D>.) ERE ft]x() E60} we, WE OLR 
3. AH. AMER: 
ax, (2) = bx.) dt tea (a Aw + oo XI (dg. (CE, i). 
(7.2.10) 
TERR o> 0 ye 907, 
XA xG) A Ee, Hoe, i. 
Gi) ACF. 2.10) Aa APR sk, DER 4 A> ORY, Pee 
La-m=0, EAM, 


au 
Dp 多 在 2a 上 




















BE u 能 够 表示 为 
We x) =F, [feg (x(t) dE. (4, dl. 
推出 tix) un) = [og GLE, +), 


Sich x@) 与 Ex ORGY. 
(iv) SS SE 
Ta=0, Æ Oh, (7.2.11) 


i Sma, 在 39 |, A>0, 





+1588 


fi 


er HEHE 





IHCL ADAMA u BREE RA 

uE | anaE 2) | 
和 uxu) = f PADES dC; D, 
[注意 H toco gti D> oH, 


7.3 越 流 的 小 扩散 


在 动态 系统 71.1) 式 中 , 假设 在 = 上 D 外 有 一 个 中 心 , 激 
且 28 蚌 他 .二 .了 1) 式 的 闭 特征 曲线 (积分 曲线 )， 4 (7.1.2) 
A. WBA, 7.1.2) 式 描述 了 越 流 的 小 扩散 (图 7 了 .4.15)， 青 异 
摄 动 问题 (7.2.1) 式 的 一 个 简单 例子 是 下 列 由 极 坐 标 表示 的 问 
i 


sdut fo, Eech t, 8.1) 
uBR, Op, G=L 2), 


HEAR AHR AE wom u(r), AFO.) RKTT EKO B Io 积 
分 , 得 到 


edit = e(n + 4 a,)=0, 


其 中 Bo) mtn) =| ur, Bas, 
这 样 BP) = 0 nf 二 0g, 

所 以 mlr, D> u(r} =alnr +b, . 
| _ 1 fr $a(6) ~ $1(0) 

其 中 amach, Infe mi © 


-4t ue Bi in Ba — da In Ry 
和 b= se}, In & — lo Ki g0, 


5 1 In Blnr 
al (R, 8 1 _Inky-] 
四 此 得 由 p(B, 8, mm Bo) 5 Tn Ra- In Ry 
Fi 8 一 0 时, 
1 Ine-lnR 
(Ra, 6, 7, ingen Ri 
PCRs, 8, T, Bo) 3 in RR, in By 
R= Ml Q={r<R}, Mle,=0, 所 以 


woo) = E SOLA 








和 和 当 8 一 > 0 时 ， ph, 8, r, 9) >. 


期 望 离 出 时 间 Her, 46-0, BRETEN. CEREN 
程 司 .4. 史 的 解 ; 


Diem edu f(r) =i, Ry<rcRs, (7.8.2) 


ulh, @)=0 G=1, 2), 
REREH uu, 与 8 5656, 所 以 
oF | ite Riil Ry 
Ri— RR) 
in Rs ~ In Ry 
RAE Afr < PR}, 则 =0 和 


I z 
Ep etm De (R?— p?), 


加 os =4,(7) = 





In g—r? 上 





Bre Hot, -prh M 





tt 
254 
习题 7.8.1 


© TUTTI DARRE TL, 发 应 的 方程 《7.1.9， 并 对 这 种 情况 
Sse FS BT, 

Gi) GE Ala ERS ee 
+ 160. 





Pelr, 9, fos Ao; DEDS 4 >i Cado (“ee r) Ja ( Lin ro )roe > 
其 中 ,是 的 特征 秆 [ 即 Lyin tanta 0, Ue R=0, i=l, 21, RE 
J <2) 是 零 阶 由 ERAR, 假设 mtr, O To Oo 0) =d{r ~ro) 证 明 
Aam EAR, 式 由 加 是 wofz) IS PEA, HIE 








orn) 1 
BSE) 
BB Sy Shin) _ eR? 
ae wisi) 2 


7.4 道 流 的 小 扩散 


假如 (7.1.1) 式 在 全 中 有 一 个 稳定 平衡 点 ， .考虑 (71.2) 
ra ARR BERE R bO =0 CO Ai ze A E baxt, 

， 在 8Q Lb Oop, PERR 0 KARR A, M 
aa. DARE ERENT ROR 7.1.10), 


Luse? È, ayx) 元 i CT Be, EROH, 
Q. 4, D 
Dfa, #6 09 E, 
HERWEN E 
Tu 六 B(x) 型 =b: Vu=0, (7.4.2) 


PANET, MENEG 4. 2) A w(x) TARERE 

必 为 常数 .车 a) wo) E eC) HY FAE IR RR RR 
AR, WY > 0 时 解 w(x) 具有 连续 展开 式 , 所 以 w(x) 在 
原点 0 附近 必 为 连续 ， 因为 所 有 特征 曲线 在 0 处 会 合 而 且 
u(x) 在 特征 曲线 上 是 常数 且 在 0 处 连续 , Be uo (aK) FE p 
是 常数 , BME, two(X) 一 Oo, 下 面 的 例子 证 明了 这 种 情况 .在 平 
WEG b(x)=— (r, ta), MARERE. 4.1) 7.4.2) 
-ite 


为 
ed 一 0 OH, 
u=f, 72 00 E, 
这 里 日 是 包含 原点 的 一 个 旺 形 域 ( 即 任 一 经 过 原点 的 射线 与 
89 相交 一 点 )、 方 程 他 4.8) ERS T A 
Vie hvu.) =O, 
所 以 , FO uv, HF AE {rR} 上 积分 , 就 得 到 


Zorn | 2 (R papm |" [on™ |Vul*rarae 
2 o OF ; 0 Jo ` 


由 于 后 一 项 积分 中 的 被 积 函 数 是 非 负 的 ， 其 积分 随 积分 区 域 的 
减 小 而 递减 。 所 以 
t/a 


人 oe (R, Pas>20m" | [Perris Gur dra 


(7.4.3) 











y 
>2oree 人 | "I ul*rdedp, (7.4.4) 
o 


此 外 , RRR), AFRA OR SAD, HARK 
积分 次 序 , 得 到 i 


站 2 如 pana 





3 
> 中 | PP ows R AR| Vul "rdr de 
0 J0 ar . 


= 16e | ae 3 Cemse gtr*/2°) | Vu |r dr dd 
0 . 


a 


~ 168 ia gmiza) |Vu|'rdrdg, 
o . 


mE © 充分 小 , 得 到 


+ 1626 





5{"w(, dyag- fe fr, Orarag 
>Š. gg™is f a Vuln dr dd, 


(7.4.8) RARA GABAA max B]u,|<max|y(x)|, A 
此 由 最 后 一 个 不 等 式 引出 


gm 8/8 
p p | Vi Pat dr d&O max] f]’, (7.4.5) 


其 中 心 是 与 AG) ARERR, A u kA Ta 
得 出 类 似 的 不 等 式 , AIK HARRSR™, 4 e->0 时 , 有 


Vu, —> 0, 


3m 7.4.1 . 
对 维 的 情况 推导 不 牧 式 (7.4. 四 ，[ 一 般 铺 况 的 证 明 见 ca, J] 


因此 , wz) 的 外 展开 式 的 首 项 是 常数 wl) =0o， 外 展 并 
RE OM ABB, BA aA 附近 不 成 立 ， 因 为 一 般 它 不 能 
满足 给 定 的 边界 条 件 人 .4.2) 式 。 因 此 ,在 边界 的 邻 域 中 , BBE 
局 部 坐标 , 可 以 构造 边界 层 展开 起 ， 特 别 , 令 p(x) 是 全 上 的 一 
个 光滑 函数 使 得 在 82 上 p= 0; WAH p<, URN 8G Whe 
的 任意 x, p(X)—= —dist(x, 2A), AHRR YH, Ye, 
ee, Una, 2)" Cn ED, ROBY, JER. RARE, Rye 
(i=l, =, n~1) 和 一 2 一 p(X). 

cH yulan 基 平 面 :一 0 上 的 切 向 变量 ,而 $ 定义 为 
法 向 变量 , 表示 使 得 在 OQ 上 Vp 一 s+, 这 里 32 的 外 法 向 在 新 的 
ARR v= (0,…, 0, 了， 现在 采用 伸缩 变换 5 一 2/s3， 养 
HAREM . 


+ 183 + 


w~ DOs, nye! (7.4.6) 
BHF. 

把 (7.4.6) 式 代入 到 新 坐标 系 形 式 的 (7 ,4.1) 式 中 , 并 且 分 
WB e ASK RSF O, 我 们 求 得 首 项 Ce 满足 当 微 分 
方程 

st eo, -wcnt ( 7.4.7) 
其 中 


r 
a=aly’) = PAS (Xr > 0 


和 br by’) -3 hant, a= ly’, 09), 


(7.4.7) 满 足 边界 条 件 UolY', Of Cy) 的 解 由 下 式 给 定 : 
UO(¥) + Gag er. 

对 照 外 层 展 开 式 的 首 项 与 边界 层 展开 式 的 首 项 ， 则 可 导出 

(y) “Oo. Aik, wx) 的 一 致 展开 式 中 的 首 项 由 下 式 给 出 ， 
uE) ~ Oot FE) — Oy) rr (7.4.7) 

Hp L E= bpa 而 且 常 数 Oo 是 待定 的 。 为 了 确定 Oo, FF 

且 由 此 确定 ta(x) 的 唯一 渐 近 形式 , 我 们 需要 一 个 条 件 , 而 此 条 

件 可 由 下 求 得 : WOA DRIEME 


a7 os Os) Sy BZ) og 
LZ eg 27 2s, Oa; 2, Be, ğ (7.4.8) 


fie 2 的 内 积 , ERT EA, 使 得 7.00) <1, E 
FABER, 得 到 条 件 l 

| ZeLeuda—0, (7.4.9) 
Hu t Ze, WEREMA O. MER AA RA 
10 pp 2, 的 渐 近 展开 式 ， 于 是 寻求 的 Z, 应 具有 形式 


。 1646 


hi AL 


Zam at wX), (7.4.10) 


PRES ~X PRESLA (7.4.11) 

E.A. 10) 式 和 (7 4. 11) 式 代入 到 伴随 方程 Ci.4.8) 中 ,并 

县 分 别 司 8 HR EGRA ETO BAO Go 的 方程 ， 特 
别 , p WE 


其 中 





ag Ob 万 
-È bp e, rEQ, (7.4.12) 


2 a, 
Sa Ox, Ox; 


TE w FATT wo 满足 方程 


A 
+ [Salou BE +2 ad E) Jomo. 


ĝt 6%, oa; 
(4.4.18) 
u REFER HAY EH 7.4. TRE, M Z 展开 式 中 的 首 项 由 
(1.4.19) 式 与 (7.4,13) 式 的 解 给 定 ; 现在 把 这 二 个 首 项 代入 到 
(9.4.9) 式 中 。 分 部 积分 后 仅 保 留 首 项 得 到 


fig rel (F(x) odb ev roe- E) jaso, 





(7.4.14) 
这 里 余 法 各 导数 28 定义 为 四 
过 =D ats oe (7.4.14) 

RE Oo, 得 到 | by 
jy 有 网 (7.4.15) 





Oo 一 jn 
0 | ef/“ay bev dst 
ao 


= 165+ 





在 (7.4.15) 式 中 ， 对 积分 的 主要 届 献 来 站 OO 上 使 达到 
BARS, LARE ToT RETADR EN 





ABERE RRENA SP -ba。 因此， 


fa atiwa Fh vos 
Ca= lim -#2 > 
ae fa ef dey dS 
RD) BH wo 在 边界 上 是 非 负 的 ， 因 为 可 把 人 7.4.3) 式 活着 特 
年 幅 钱 方 向 写成 一 个 一 防 常 微分 方程 . 这 入 


Wo XI) = wo KO) exp {- b> A Ge Be, Sates 


Bay) Ob 3è] ; 
+22) se 2 as), 7 417) 
HT AIT RH KG) 是 对 应 于 (7.4,13) 式 的 特征 方程 


ae = 2a, FO a, (@=1, =, 2 (7.4.18) 


mL. WER A yee, Sx, y) Æ (7.4.18) 
AWE XO, y)=y HR. £00 ERA Vd HH f> oo 时 
xE, 了)->0 并 满足 1.41298, REBAR, MET 
大 的 区 域 ODO 的 边界 OQ’ 上 规定 Vb, WRH t co BF x(t 
yo WHT. AAD) REO! 中 是 被 满足 的 ， 于 是 也 在 22 上 被 
WE, Ait, H, w0) -144 


g 
wy) erp f BYP ay g = 
B( ais) ap ob 
+2 Cn, Or; Fa \ds>0. 





(74.16) 





因此 常数 Ce 和 w(K) 的 一 致 展开 式 中 的 首 项 可 被 唯一 确定 , 利 
用 05.4.9 sha 5.4.9 1) 式 从 


lim | SDA, y)a8y 一 Co (7.4.19) 
FD AK 
. Sy eh ub vad, 
limf f Cox, yes, a =0 
| eraoob'pdS， 
(7.4.20) 
能 够 计算 
lim P(x,(7) =y|x.(0) =x)=am p(x, y) 
(xea, y Gan), (7.4.21) 
HE MB (7.4.19) Rw limp. (x, yx aK. RE 


(7.4.20) APR HEMET RIN KARAT RR CE LB 
数 的 意义 上 )， 而 且 正 如 下 面 看 到 的 那样 , 极限 事实 上 是 一 个 广 
RBM. 由 于 好 .30) 式 中 的 积分 是 拉 普 拉 斯 型 积分 ， 主 要 员 
HRE p(x) 在 GQ 上 取 极 大 值 的 点 处 所 提供 的 ， 

G) HAH 9 LARRE S ERATZA MO HRS 
Ucea AMM AEM, FE BARA HH) L27), 而 且 
2Q=U —U° py wu BEE 0, 出 
Deal (7.4.22) 


p(y) limp. (x, 7 | b ( Ja8 
yo PLY JOB, 


这 里 xut¥) ERU 的 示 性 函数 ， 
(ii) Fpa LRA SG HAG EH RAs, e, An 
上 达到, TH 


| PP | ao th jm 
H= i7(Q,) =det Fo £0 Cb, jel, ee, nei) 
k (' x) 8 Ba, Oy; ite K i F 





Xj k=l, +, m, IM 
* 187» 





ÈH - H Qp wb PQ aCe 一 Qa.) 
py) = =, (7.4.23) 
Sa 2(Q,)encb-v(Q,) 
这 里 SCY) 是 202 上 狄 拉克 S BH, 
(i) 在 二 维 情 况 下 G@=2), 2 Ce, =le, yE 是 
CQ 的 参数 表示 ， 这 里 8 BH OQ MIME, AoE LWA 
so e, 和 上 取得 极 大 什 $, 而 且 当 s—s— 0 时 
pea y(s)) -pel y(s)) 
= 一 (+o)) 
Ad >0G=-1, 2, -+, mm), A kkk = hma h(i 
m), 则 ， 





p> dize bew(s;) Sa), 
3) devob-» (5) 





plats), y(s)) = 


(714.24) 


Ke Scan HE OS Me Te 7. 4,2°~7,4, ge 中， 是 由 卡 明 
(Kamin) 25 1H, 


习题 7.4.2" 


Sut) 是 . 
Lu=edu— yd Yue, E At, 


u=f,7E a0 上 
kie. Bit $C) =0, H xen- {0}, pao, VEO = 
det -ZË (0) £0, PESO, AAH 
Ce g 
VHP GDE an E, 
HEE AQ |: Š? >o, SNEER y=- FERH 


(7.4.25) 





Ivevo jacevelyl. Gyles). ` 
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用 内 Schauder peH, EEH f Lie Clyl<6>, HH 
|e, (x) Da0 iO VE (a| <2), (7.4.26) 
习 题 7.4.3" 
Fs Bae 
WX) =h Cae, 这 里 he (x) leo=f(S), 
h(x) =0 在 29 的 茶 一 邻 域 仓 外， 
hex) COCR) 


=p #}| 2 
gŒ) | 2o=0, By | eo By lea’ 


HE) PD, HOH, Love ep €), lpl<B O 
Ge cc, 这 里 与 0 是 与 :无 关 的 蘑 个 常数 , 且 m 是 整数 ， 类 似 池 , 用 
1 代替 了 构造 函数 WSR) 一 MD(x)e 04 EZ HR ADL RAED, 








习题 7.4.4" 
证 明 解 W(X》 在 名 中 允许 有 下 面 的 浴 近 懂 开 式 : 
u(x) =u, (0) +0, (x) OD NE +04), (7.4.27) 
这 里 当 #-*0 时 oC) A AREK. wt |x|<6 利 用 (7.4.7) 式 并 且 在 
Q2,={x¢Q||x}>e} 情况 下 作 如 下 推导 变 
w(K) =6 (3) at na, 
w (x) =e(1- H21) 3a=2, 























Jng 
并 且 注意 到 对 |x| =e, w o~ 0 和 w(x) =Ole), TER Sse 
了 em 一 一 Tw <0, £2, h 
和 . Lo, Ta yon, 29 附近 ， 
nal Lao te, 


F aana- -m (P0) 十 w(x), 并且 证 明 对 ix] = 64 (20) = 0, 对 
x EQ Fle 0, 


«T69- 





OD =F (K) —u, (0) FR) =f (x) ~u, (0) +08), 
TEAL G, that sce, D2,(2)<0, 所 以 在 Q, 中 
| LTX) 一 如 位) - 2,00) 20, 
利用 极 大 值 项 理 , 证 明 u(x) — 4, (0) —2,(e) Oe), RDU, Mike), 
并 证 明 以 上 论断 是 成 立 的 . 











习题 7.4.5" 


证 明 当 8 一 和 时 ,在 只 的 紧 学 代 上 一 致 地 有 wk 本 一 Co， 这 里 


ap 
EE 一 一 一 
C,=lim fa ov ds 


ew oje OD " 
iz oy ds 





用 Verweyu 一 0 的 形式 写 出 (7.4.25) 式 , 于 是 
- Í geh Ole asa. 
a oy 


利用 渐 近 展开 式 C7.4.37), 这 明 oD bw DE 
Bele =0(8), (7.4.28) 


求 得 ef ete Be aml oe Lah) dr=06 E); 





从 而 Joo ove BB [us (0) — F(x) }as 


=ef erf Se —#,(0) Pe) asoci pA 
HH N Co HAAT 4.27) UE o Ct, 


7.5 例 


FE BH TT, 结果 可 以 化 简 且 公式 变 得 很 明显 ,这 
时 它们 仅 涉 及 到 所 给 问题 的 已 知 系 数 ， 下 例 便 是 这 种 情形 。 若 
H ba) 能 分 解 为 一 个 本 质 上 是 位 势 的 梯度 场 和 另 一 个 屋 正 变 
于 梯度 场 且 其 散 度 清 足 确定 条 件 的 场 . 这 样 , 若 存 在 光滑 函 数 
J) 及 光滑 向 量 场 1X) 使 得 


» 470- 


Bay eet, (j=l, 2 (5.1) 
$ 


ivy =n Eo, (7.5.2) 
和 和 y dap Se >) S E t- 0, (7.5.3) 
Sl BR P(X) 和 w(x) este wea 
| Sox) (7.5.4) 
和 i E 
w(x) =I, (7.5.5) 
在 这 种 情况 下 


patio Aaa PEED MEAS 


“90 人 exp (th/e*) bep(x) dS 

让 我 们 考虑 问题 7.1.2), 其 中 oy dy, 于 是 椭圆 算 于 I 
的 主要 部 分 是 拉 普 拉 斯 型 的 ， 同 时 对 某 个 几 有 bx) 一 4， 对 
这 种 情形 ,在 由 取 裤头 值 的 边界 点 处 , 有 Bb By [b] T% 
(7.4.14) 0), 其 中 |b| 表示 b(x) er 向 此 得 出 在 (的 

情况 下 ( 见 第 7.4 节 ), 有 - 
p= 8.7) 

f, OŒ) a8, 


(7.5.6) 





OME, A l 
SH |b(Q | 
EE els a oem 
EQ |d@,)| 
和 在 (i) 的 情况 下 ,有 


Sal bbs) 8G —s) 


pæl), ya) =-= (7.5.7) 
2p al BCs) | 


习题 7.5.1 

oH Us= Op 考虑 二 维 问 题 ， TU b (x) = — (az, by), 其 中 aos 
EKRE O ARRE- Sit RARE). Bie eR Oe Ba, 
eG 00 上 ,有 b-y <0, 但 在 其 他 的 情况 下 是 任意 的 .证 明 

CG) # 38 与 在 台 内 的 最 天 的 顶 贺 ax? + by =e lal oe Ah, 在 
08 的 一 段 郭 《或 者 强 的 并 7 3 上 发 生 , 则 
f fa or ILM DM 
lim wi 9) =C +2 —_______________-—--, 

e | s Ea'nt is} + byt] ds 
GD Aim REE én 上 的 相 异 点 (ze vo LG=L e m) il 


F 


i 
2 a, (ae? + By) Ge Y) 
Z aaz] py 
t 


其 中 @ go@=l1, + D RRA BA. 
Gil) 考虑 a=b 时 的 特殊 情况 . 





C= 


现在 考虑 流 b(x) 是 工 的 线性 函数 的 问题 ， 这 如 同 奥 从 斯 
诅 - 乌 伦 贝克 过 程 的 情况 一 樟 。 更 确切 地 阅 , 考虑 
b(x) -了 xx， (7.5.8) 
Sc BRASH RE, ERREN E Re <0, 所 以 对 应 的 动 
礁 系 统 在 原点 有 一 浙 近 稳定 平衡 点 。 为 了 构造 函数 中 和 w 
7.445), 首先 注意 到 卫 能 分 解 如 下 ， 
B-A-+ (B-A) (7.5.9) 
此 处 A WLR, (B— A) ZILA ASME, 3b HB tr A, 
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习题 7.5.2 


ZX Y= f Boh de, Y RABE RIG M (BIA — 切 Ke RS, 
xrYs> 0?|z|9， 它 满足 
BY +YB*=-I ' (7.5.10) 
M= 证 明 短 阵 及 一 一 总 驻 屿 满 足 分 解 式 (7.5,9 中 的 要 求 - 


Gia HEIR trA=tB, ASHE a ie YS Ait, 然后 利 
用 他 .5.10? 式 ，) 





现在 定义 
E E e E D (7.5.11) 
并 注意 到 |V| =b: Vġ=Bx- Vd, dp= -tr A= —V-Bx= 
-ir B, 所 以 wo=1， 这 样 ,在 中 的 情况 下 ,有 
oly) =|Aylwy), - (7.5.12) 
在 (让 的 情况 下 ,有 
S| Ay. l3(y -y 
ply) =t 
He | Ayo 





和 在 (i) 的 情况 下 ,有 
212 Ay:18(y - 一 7 
名 四 LAy4 


ply)= 


习 斯 7.5.3 
ETEA 





a = 一 ety? edie, 
d (7.5.13) 
Sey ay ted, 


JUP wa, to ETHET. FANT ATA EA OS 3b OK 
HAE OL 5.4 7); 





i. Be) Bhan 
可 < me T rang 36 0,476 AIh, (7.5.14) 
«=f, E00 E, 
其 中 m 9 是 平面 上 的 极 坐 标 ， 证 明 p=- 和 


wg = Ceosh r +sinh r cos@)—2, 


令 了 是 号 中 以 原点 为 圆心 的 庆 接 最 大 贺 兴 和 尝 ， 证 明 在 全 的 情况 下 ， 帮 





v(t, D= [cosh rs 十 Sinh ro cos O] txe ， (7.5.48) 
Í. Leosh ra +sinh ra coso] rgd 
和 在 (iii) 的 情况 下 , 有 


x d, {cosh ry--eink rocos Bs] 8 Cry Gg _0)) 
pe, y) = IsI 
2 d,Leosh ro 十 Binh ro cos ay 
EO, WAT ro(cos@, sing)”, 
习题 7.5.4 
假设 边界 839 是 分 段 光 福 的 , 证 论 离 出 的 理论 (例如 29 包含 拐角 等 》, 
习题 7.5.5 
用 越 势 侈 扩散 电流 米 解 释 有 关 p@ AA, | 


7.6 期 望 离 出 时 间 和 奇异 摄 动 中 的 第 一 特征 值 
设 btx) 是 一 个 作为 势 的 梯度 的 尝 ， 现在 ， 我 们 专门 来 考 


* 7 





BERE (7.5.1) RA =O H ba, 这样 在 30 上 -2 


=b-ev>O [M 7.4.14) 501, RA ob MG, tE pO) =O, 考 
BAPA- Be Ee I, BRB, DO) 一 0. FE h(x) HE 
x=OSK SCAR, HAO bx) SO, SAR 
L. 的 主 特征 值 [由 (7 4 DAT, BY AG SAP A A AE 
平 几 解 的 最 小 正 数 入 (13 10.84): 
Lutiu=0, Æ Qtt, 
u=0, Æ 22 E, 
Ke(t) 的 转移 福 率 密度 函数 pa, y, Ð EO FAR) 是 后 
疝 柯 尔 莫 哥 沙 夫 方程 第 一 初始 与 边 值 问题 的 格林 函数 ， 对 与 时 


(7.6.1) 








间 无 关 的 情形 此 方程 的 系数 由 下 式 给 出 ; 
Jw 一 人-=0， 在 Q@ 一 0X(0, oo) 中 ， 
u(x, H=0, FE AQOx (0, oo) 上， (7.6.2) 
u(x, 0)=f(x), Ox h. 
l 2 Ba, 
算 子 Ime 3) ia, Bey +B b, - 纪 
与 五 不 同 是 由 于 一 次 项 
a te 
es Beye, | . 
所 以 用 五 代替 五 时 (7.4.18) 式 将 要 改变 . 算 于 六 在 空间 
I2( 人 站) 中 是 让 伴随 的 , 该 空间 的 内 积 为 
(u, o) = | orou) (eax, (1.6.8) 


这 了 里 Cx) 7.4.14) REM, 由 此 得 出 五 具有 实 特 征 函 数 
组 成 的 完全 规范 化 正 交 集 {hs}, WEWE co 
Lepton FE QB, (7.6.4) 

$b;=0, 在 02 上， (7.6.5) 


* - 


和 | 
| babe” dx =Ü, (7.6.6) 
这 里 各 >0 是 工 ,前 特征 入， 这 样 


PA, y, Dd rgy, pr, oe. 
(7.6.7) 
按 (7.6.6) 式 规范 化 的 特征 函数 fy (x, 2), We 是 无 办 的 . 因此 
我 们 把 它 写成 


s(x, e) =0;{e)g;(X, 2), (7.6.8) 
此 处 函数 g(x, 8) HAR BR, 按 
| ne, sdx—l1 j=1, 2, + (7.6.9) 
规范 化 . 
WE, NW gy, (7.6.1) RK s= 0) FE 
b: Vg? =A% (7.6.10) 


这 里 上 标号 0 表示 在 =O ANA, MEE AL 以 五 /8s ik 
PRP EMSS, tea K WEAR. BH A ER gr 

的 简化 方程 由 下 式 给 让 : : | 
b.vg=—0. (7.6.11) 

这 样 当 s0 HY, | 
Wik, M0 (7.6.12) 
(7.6.9, 0 是 一 非 零 常数 。， 把 9.6.8) MARK u—t of 
的 (人 7.6, 门 式 , 得 到 
gx, E(x, dee" de=—0 (j2), (7.6.18) 
现在 计算 期 望 离 出 时 间 Eer 的 新近 展开 式 ,注意 到 对 px, yt) 
CR] 注意 这 就 是 说 对 一 0(ewe)- 一 - 主 者 注 
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的 后 向 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 
Lp 一 给 ,在 9 h, | 
p(X, Y, t) =O, 7E a2 E, (7.6.14) 


Px, y, 9) =8(x-y). 


PM y FEO EAA, co} BU ah 
fu(X)=—-1, ÆA ih, B 
wx _0 在 20 上， (7.6.15) 


He u(x) = "| PAX, y, Edy db, FRAT .6.15)45 (6.4.5) 
相同 ,所 以 w(x) = 如 mm， 因 此 , (7.8.7) RARE 
Jr 人 | pe, y, Edy di 
WB LEE) | BI) Aay, 


特别 ， 、 
Eyr = ak | by av dy 
十 5 GA œ f, piy) eter dy, 


RA, (V6.1) j2, 9400, 对 这 2 > 
66.10) 








(7.6.16) 


0 并 且 . 
I OF (6) KO Gy =l, 

ER 7.6.8), (7.8.37 .6. DRM, HORNA 
Fort (MY HO) | dure way, > (7.6.18) 


HUG, A (7.6.16) RAH (7.6.6), (7.6.8) F176. 12) A 4 


zj 
ni 





Bor? ~ GANI (7.86.19) 


为 求 Et SURG ge tho, OR IDR A MAERA, 我 们 导 
出 下 列 边 值 问 题 的 渐 近 展开 式 的 首 项 ， 
Iome asl) 庆生 St Ba) Ega) EO h, 
(7.6.20) 
v=0, #20 上 ， (7.6.21) 
此 问题 对 g=—1 AERC 6.15) 式 。 RK, BT 
(7.6.20) # (7.6.21) 式 的 解 以 eX/"maxo|g(X)| 为 界 ， 其 中 
下 = 下 常数， 此 外 , 形 如 .6,20) 和 人 .6.21) RHR E 
明和 解 确实 能 够 增 大 至 旺 全 因此 ， 用 下 式 改 变 方 程 (7 .6.20) 及 
(7.6.21) AF ww(2) 的 形式 , 即 令 
V(x) =E) (7.6.22) 
KEER, RENo HP BOD, AWE 
o Ki oC x) ARE g(K) 时 的 方程 (7 6.20) MIC7.6.21) XR, 然后 如 
第 7.4 节 那样 推导 出 站,(X) RAR KN 





v~o le) (7.6.23) 
常数 Oo 如 上 还 那样 确定 . 
R aD 一 致 展开 式 中 的 首 项 为 
VE Oo eer — oF), (7.6.24) 


如 上 记述 ,在 QQ 上 积分 (7 .6.20) 和 7,6.21) 式 并 运用 散 度 定 理 ， 
得 到 





efa etl uy a a9, m | 6” wog dx 
(7.6.25) 
CHS 7.40), URIBE CT.6.24) a0 FRR T.60. 20A h, 得 划 
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: -es 
| eweravobep dS = E 


Bute CA (Kx, 
(7.6.26) 
我 们 近似 地 估计 这 些 积 分 , 并 观察 到 (7.6.26) 式 左 ( 右 ) 边 的 主 
BRRRAP ¢-b MA [来自 原 点 ， 这 里 光 [0) =0 是 如 中 由 
的 极 小 值 ], 因此 ,我 们 选择 E =y ORS 
Oo(e) = Çy 2a e)"g 0) ， (7.6.27) 
H0)| -O-F/ 24 bop dS, 





é 
ao 


_ Gut 
这 里 H (0) ~det Ar Ox; |y 


现在 对 于 第 了 .4 RD ~ GDA A, 估计 (他 .6.27) 式 
中 拉 普 拉 斯 型 积分 ， 然 后 计算 Ole), 并 且 计 算 ox) 4 s0 
时 的 渐 近 表达 式 ， 这 样 , 得 到 在 全 的 情况 下 , 有 
Op(e) Lre 7 9.98 
H*(0)|, wob-vd8, 








GODHA T, 有 
Wie) Vg (7.6.29) 
H” SI Hr w bv (0) 
和 在 {站 的 情况 下 ,有 
2g -Dg O) 
068) = eee Oo Oo? 
r (a)? (0) Sdawob- v(e) 
(7.6.30) 
eH (2) EL AR. 
至 此 为 止 , RI ERE 2.) RA M.. 24)5K, 但 
Hp Cork (7.6.28) ~ (7.6.80) 式 中 之 一 给 定 , 因此 在 yg 三 一 1 
的 铺 襄 下 , 利用 等 式 ox) = Ee’, 计算 期 望 离 出 时 间 的 首 项 ,于 
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RA 
SE Cw {OT Jy sya yin fe ‘a -E"n 
VEON wob rds; 





ERD, 


/可 /aar] prre 
Bd = ~ 2m ag! (1 — Bre) 


| #0 $, Hi wabin | a 





对 情况 (ii)， 


Bre eRe) 对 情况 G 


T (4) HM OY dan vl, 





(7.6.31 

FRR, WAGE C76 19) aK, AL PEE SB O76 81) BY E A 
得 到 ， 注 意 到 期 望 离 由 时间 ( 主 特征 值 ) 当 6 一 0 时, 按 指数 律 道 
ROAD. 另外 , 出 现在 化 学 反应 速率 中 的 特征 信和 问题 在 第 
8.6 节 中 讨论 ， 

7.6.1 

求 问题 

l ay —ay'=gCe), 在 人 bh, 
y(a)=y@)=0, (@<0<6) 

的 解 ye Ce) Bo Pk, 

习题 7.6.2 

推导 出 人 7 .0,283) 式 。 


习题 7.6.5 
deeh, 在 有 随 纪 大 选 泽 的 情况 下 ,考虑 Wright Ficher #0 
PIE YN, Ke OD, FLSA ENADE 
(WU 5.238), 
" 180+ 

















Ted ~ op + 4No E[r -1-0 (ryp =4N P 
Er” T OL eet 
(O<a<1), pO, lsa l, cho, 
展开 pl D= Dea DD 


或 pe, Hm~e fay —1), 
RF N — 00 时 为 的 渐 近 形式 "1 


习题 7.6.4 


考虑 建立 在 如 下 假设 上 的 捕食 者 -被 捕 售 郑 的 相互 作用 ， 

Ci) 每 一 种 群 的 出 秒 率 与 群体 的 大 小 成 正比 ， - 

Ci) 因 食 物 短 缺 造成 的 死 它 率 与 群体 的 平方 成 正比 ， 

Gi) 被 捕食 者 的 死亡 率 与 被 捕食 者 群体 的 大 小 及 搞 食 者 群体 的 大 小 
成 比例 , 同样 ,捕食 者 出 生 率 也 有 这 种 线 例 关系 . 

对 捕食 者 -被 捕食 者 群 体 的 演变 ， 构 造 确定 人 性 模型 ， 并 县 求 群 体 当 
tooo 时 的 浙 近 状态 特别 , He) 5 yO 分 别 是 被 捕食 者 群体 与 捕食 
者 群体 在 时 间 主 时 的 天 小 , 则 有 





A gg br? — ory 
d (7.6.32) 
dy = Ay—Byi+Cay 
at 
HET .6.32) CIARA”, Hee ae es Re, 使 得 
de —ğ— qru 
E 人 十 CE 一 光一 地) 十 WA (7.6.23) 
Y my(t—a-y+a) +t VE HE, 


FUTE DRNEA AIEI ESANARI, RR 
退化 , HEME Eloee, n=logy, ER MERAH 

pE D= -g-e 
Biom m ELO 并 对 小 = 计算 期 望 离 出 时 问 和 离 出 分 布 。 运用 
BUTLER wen, 
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习题 7.6.5 
AT AS Fa E 
ZE 2+a—n—dy) 
ay 
ae 
FERH. 运用 数 慢 积分 求 由 和 wta, 


y(1+a—y—an) 


习题 7.6.6 


利用 GEE (7.6.19) 起 和 分 离 变 量 法 , 证 明 当 8 0 itv BA 
个 少数 分 布 的 随机 变量 。 
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BME READ 


8.1 化 学 反应 的 扩散 模型 


分 子 内 部 的 粒子 是 通过 分 子 键 来 约 制 的 ， 粒 子 可 在 其 稳定 
的 平衡 状态 附近 作 微 不 的 振荡 或 停留 在 那里 ， 在 一 个 化 学 反应 
中 ， 外 力 (例如 分 子 碰撞 ) 能 激活 粒子 使 其 达到 克服 分 子 键 的 束 
缚 力 而 与 分 子 脱离 。 由 这 种 如 第 二 章 中 已 描述 过 的 随机 磁 擂 内 
产生 的 随机 力 在 数学 上 措 述 为 “ 白 隐 声 ”、 当 然 ， 这 是 一 个 物理 
过 程 在 数学 上 的 理想 化 (参看 第 4.1 节 )， 委 噪声 的 “强度 "决定 
了 反应 物 的 温度 ， 对 于 一 个 粒子 来 说 ,一旦 它 与 分 子 脱 离 , 那么 
它 不 基 形 成 新 的 分 子 键 价 使 其 保持 更 平稳 和 的 状态 就 是 从 分 子 中 
以 其 他 方式 永久 分 离 出 去 ， 图 8.1,1 就 是 描述 了 这 样 的 情况 . 
其 中 粒子 召 在 克服 高 度 为 召 的 势 全 后 形成 一 新 的 更 稳定 的 化 
学 键 . FRAG BLESS EE AE TIEAN Re RL Ek 
决定 了 反应 的 动能 . 

MRT AE ot 
自由 度 ， 那 么 它 的 运动 
就 可 用 2n 维 相 空间 中 
的 质点 运动 米 描述 , 即 
可 用 % 个 独立 的 位 移 些 
标 





图 8.1.1 {OP RAS 


VT 
x= (a1, tee, Bay 


Al PREG ymdx/dt RHR, RART HPT A E — 
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FFL, MRF LEME I Bi a a eC 8.1.2), peed 
”依次 连续 的 化 学 反应 的 
情况 ， 这 里 ， 权 当 粒 子 
Y N BD ee AA E 
ye xn, 6 应 才 可 被 认为 是 完全 
图 8.1.3 依次 连续 反应 中 的 势能 的 ， 当 原始 反应 物 越过 
最 高 势 全 后 便 形成 陪 终 产品 ， 我 们 称 原始 反应 物 右 过 最 高 势 健 
之 前 必须 获得 的 能 量 为 激活 能 ， 居 间 态 的 存在 一 般 来 说 是 无 关 
紧要 的 , 除非 这 种 状态 包 会 所 有 分 子 的 一 个 值得 重视 的 部 分 , 这 
时 , 这 些 分 于 构成 初始 状态 的 一 个 部 分 ， 对 于 多 原子 分 子玉 说 ， 
势能 是 9 Pa MPR PRR, RE 
意 选 取 的 原点 开始 测量 的 ， 就 这 种 情况 而 言 , 在 E PATRA 
AW AERA i, 这 些 不 同 葛 方 向 相当 于 不 同 药 化 学 反应 ， 
Hi, KA OF 中 分 裂 出 三 个 等 效 的 瑟 原子 中 的 任何 一 个 ， 
那么 都 雷 要 相同 的 激活 能 ， 结 果 就 产生 了 三 个 不 同 的 反应 过””， 
最 后 , MRS BEE RB, 如 图 8.1.3 HRA, BAR 
AVA BSS 8 , BD — BOR Pe R, 此 时 引力 就 突变 为 
eI, LAER TT FA LH TB eH De Hb 28 EY HE 
F, SAT — PE a B GE RE Ay Be A CB ay 
RTA. Fa 我 们 将 求 出 对 皮 应 速率 和 最 终 产 物 成 分 ， 
势 阱 的 空间 几何 所 产生 的 效应 (图 8.1.4~8.1.7), . 
假定 分 子 周 围 的 媒质 是 处 于 热平衡 状态 ， 于 是 由 于 随机 磁 














图 8.1.3 PAR aa Se 








EEN eh 
AB+C “XN 


图 8.1.4 一 个 作为 原子核 闻 距 离 函 数 的 三 原子 
ABC STAPA ASHER, ID 





MATHERS 
MARN RL 
WRA 


gels Beas erage ol eile BAS FI A, 这 种 
分 子 具有 单一 的 分 解 形式 。 边界 曲面 是 一 个 常 势 能 外 
185 » 


iu Aado ty Bude pppn LPB) 


OEE. 
o's Hl 


Re DES GE BE A ETS! 








wy coo Wg ae = 
T< RAR sy 


oq 
t 





[easy [ 
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Ws 
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F 





撞击 使 得 离子 的 速度 在 了 He De EER Ae TB a, R 
AE, 我 们 可 用 妆 之 万 方程 来 描述 一 个 质点 的 运动 ， 


2x 
di Y 
ay. — By —VO(x) + JZ 26kT 5, 


E By ARER RAASRET 它 表 明 在 媒质 中 运 
动 的 粒子 被 媒质 粒子 随机 磁 撞 的 减速 率 ， 并 可 从 斯 托 克 司 公式 
B=G6aan/m 
计算 出 来 , 其 中 & 为 球 半 径 , 9 SHAM, m WRN AI 
量 。 诸 分 子 键 是 通过 势 函数 允 (x) 来 进行 描述 的 , 这 个 势 函数 仅 
以 癌 于 这 些 分 子 的 原子 核 间 的 既 腐 (图 8,1.8), 式 284 /mdw 
SRT RE BMRA. WR SERON R E E 
个 时 间 单 位 内 发生 许多 次 碰撞 } 则 斯 莫 路 苏 斯 基 方 程 便 是 分 子 

AMT BRATHAN, 因此， 

dx= ~ VD) dt 2E 
是 基本 方程 ,其 中 Ast, HERES WRK (HARDE 
RRHLEKSS, ATRRERRRR, RQABH MR AH 
区 域 ， 并 且 假定 


— dw (s) (8.1.1) 


min Ë=), min = Q, 


Kr aQ yaa, ms — y= vp= Qb, HS s’=Qs( EIK 
变 原 来 的 时 间 尺 度 值 ty Bt/Q)， 我 们 便 可 得 方程 

f dx=b(X)di+ edw, 

假设 其 中 的 e= IRT /mQ<«1. 

我 们 所 使 用 了 这 样 一 个 事实 ， 即 如 果 w E-A, MWA 
对 任何 常数 口 >0，aw(G 史 7/O 也 是 一 个 布朗 运动 ( 见 (2.1.16) 


式 的 (让 )， 从 势 的 形状 { 见 图 8.4.1} 可 清楚 地 知道 ， 除 了 那 种 
便 得 粒子 离开 边界 OO 的 斥 力 以 外 ， 力 b(z) 或 者 在 OQ ERE 
E, REE AQ 的 切线 方 出 上 取 零 值 。 如 果 势 函数 在 OO A R 
A, WA bE 上 [就 未 再 为 零 了 ， 而 有 全 bev<0, Kite N aa 
的 外 法 向 ， 图 8.4.2 HRT a PENG, HH al, - 

%) 是 稳定 平衡 状态 ,而 点 四 b, YCj 一 1 *…， 内 是 不 稳定 状态 (化 
学 术语 称 为 "转移 状态 I. 

pcr) 


图 8.1.8 RTA Ae 


ot —(K, ORGIDEE KC) A YK BT 
fay, 即 
eoinf{t>t|x,(£) € an, %,(0) =xE DO}. 
Bee fa Be J APESE H HE v(x) = B® Bae ie PS 
x 一直 | fer p | 
x 
其 中 pl ) 为 势 娃 中 粒子 的 相对 浓度. ee 粒子 
都 集中 于 稳定 平衡 点 X, TE 


nnd Ae. 


Ev: 
EER T, 如 蛙 大 部 分 粒子 集中 于 最 深谷 的 底部 , 例如 说 位 
于 区 =0 这 一 点 , 那么 对 于 小 数 6 就 有 Ey ~ Kor’, 从 而 
wt Er, 





这 就 是 说 反应 速率 WDC T ABH TT I AIL MA 
BASEN MER IAB, MT > 是 达到 89 的 粒子 穿 过 


ƏR 并 进入 癌 的 补 集 的 概率 ， 化 学 运动 方程 中 出 现 的 常数 x 如 
十 。 设 加 (有 为 一 阶 反应 中 给 定 的 到 应 物 的 深度 ， 那 么 基本 方程 
为 中 

0 x08). 

MNAE 1894 年 第 次 给 出 了 依赖 于 温度 和 激活 
能 的 计算 公式 , 以 后 , 这 个 公式 又 得 到 了 显著 的 改进 ， 在 势 又 是 
ALE Bor 的 计算 方法 将 在 第 8.8 节 中 给 出 ， 至 于 具 
有 人 尖 削 势 售 的 俏 况 在 第 七 章 中 已 作 了 计算 ， 

我 们 将 要 说 明 的 是 x 可 由 修正 的 阿尔 海 纳 斯 定律 得 至， 这 
个 修正 表明 了 定向 效应 , 也 就 是 说 , 对 于 不 同方 向 的 碰撞 , 激活 
秃子 的 挛 率 也 不 同 ， 它 构成 了 阿尔 海 纳 斯 定律 中 被 认为 是 很 难 
想象 的 “位 阻 因素 ”的 计算 型 论 ， 这 个 理论 同样 也 给 出 了 由 于 位 
阻 效 应 而 在 不 同方 向 上 所 发 生 的 各 种 可 能 反应 的 比率 ， 最 后， 
值得 一 提 的 是 克拉 苹 于 1940 年 首次 在 一 维 情 襄 下 按 类 似 的 模 
型 计算 出 了 反应 速率 。 他 考虑 了 福 克 尔 - 普 朗 克 (前 向 ) 方程 ， 
当然 , 一 维 的 情况 是 没有 位 阻 效应 前 ， 

在 大 多 数 化 学 反应 的 仿真 模型 中 ， 我 们 需 假定 粒 于 被 限制 
于 一 无 限 深 的 势 阱 之 中 ， 且 假定 反应 是 由 粒子 从 一 个 稳定 平衡 
点 转移 到 另 一 个 更 稳定 的 平衡 点 组 成 ， 在 转移 中 ， 粒 子 在 实现 
其 稳定 状态 之 前 可 通过 几 个 其 他 的 平衡 状态 ， 我 们 可 用 具有 势 
5 的 斯 莫 路 苏 斯 基 - 克 拉美 方程 (3,1.1) 来 描述 这 一 情况 , 其 中 
mae DAUM RAMA, 且 当 || 一 oe 时 ,更 (x)-?o0. 斯 莫 路 苏 
斯 基 方 程 (8.1. 攻 的 解 X.( 引 的 转移 概率 密度 如 (2 zo, DÆ IR 
相对 势 画 数 王 (xX) 而 言 的 空间 中 参加 反应 的 粒子 的 密度 ， 因 此 
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ot] (HH >t 





P(x, = | px, yD) dy 
就 走 示 在 不 同 反 应 阶段 粒子 欧 比 例 ， 每 个 反应 阶段 可 由 在 时 间 
EABAR xX KRE, KERIA EN S. BE p(s, 
Xo DERT (8.1.1) AT A E, 即 方程 
Lus gdut Ve (Ve =i, LER, t>0, 
u[X, Xo, OX 一 Xo， 24 办 >oo 时 (8.1.2) 


的 平稳 解 为 a (x) =e / fertax, 


它 撒 述 了 反应 产物 的 最 终 分 布 ， 方 程 的 完全 解 UH, Xo OF 
UE TE oR Sk fh) PSK, BO 
u(X, Ko, £) 
uP (x) to Dw) uv) es, 

HoH An 是 问题 

Fats Ny (8.1.3) 
HOPE EA, wD EO MEAP TE a, KE LAAG.. 
Bre RMT, RARE eo CO) FERS AY EE Ao 的 特征 函数 ， 
于 是 特征 值 Ag BE TORE, 所以, RIEA rM. E 
第 8.6 节 中 我 们 还 将 证 明 = 1/4 是 在 沿 通 向 势 娃 中 最 深 处 的 
路 径 上 所 取 的 一 粒子 越过 其 最 高 势 急 的 衬 均 时 间 . 


8.2 态 体 中 的 原子 迁移 


齐 体 是 原子 对 周期 性 模式 排列 的 草 格 ， 它 是 由 通过 原子 阔 
作用 力 相 下 率 制 的 相等 的 晶 跑 组 成 ( 见 图 8.2,1 和 8.2.2)， 通 
常 一 些 杂 质 会 摊 入 到 晶体 中 .杂质 的 诸 原子 被 置 于 间 孙 位置 并 
总 通过 挤 庄 它们 通路 疝 围 的 旗 闻 而 穿 过 自体 进入 附近 的 新 的 交 
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图 8.2,4 空位 7 半 8.2.5 (SABI) 


隙 位 置 (图 8.2.3), 我 们 的 目的 是 在 于 撕 述 这 类 杂质 通过 晶体 

点 阵 的 迁移 ， 当 些 体 点 阵 中 产生 晶体 缺 阶 时 也 有 这 样 的 类 亿 现 

得 发生 ， 在 一 个 纯 唱 体 中 ， 最 重要 的 一 种 点 缺 洛 是 称 之 为 空位 

的 点 阵 空 位 (图 8.2.4)， 点 缺陷 的 另 一 种 类 型 是 纯 料 料 的 一 个 

ET, 这 个 原子 不 在 点 阵 位 置 而 在 闻 孙 位置 ( 图 8.2.5)， 例 如， 

受到 辐射 的 楼 反应 堆 屏 项 物 的 金属 点 阵 中 产生 这 种 谈 隐 。 这 种 
空位 的 产生 和 迁移 会 引起 膨胀 和 其 他 金属 物理 性 质 鸣 变 化 . 

gir) 如 果 点 阵 原子 是 驻 

ER IA H ERP AEE 

子 或 空位 将 在 原子 力 

的 势 阱 底部 受到 束缚 而 

D ,y ICRA S8.2.6), 然 

wW., ik PHBA 

图 8.3.6 凉子 核 同 力 的 执 是 驻 定 的 ， 它 们 在 其 平 

均 位 置 周 围 作 微小 的 随机 振 萝 ， 这 些 振 葛 的 强度 类 定 了 大 体 的 

温度 ， 尽 管 对 一 特定 的 原子 来 说 其 振 萝 的 探 幅 在 绝 大 多 数 时 间 

内 是 很 小 的 ， 忆 有 时 该 原子 也 可 得 到 足够 的 能 硬 以 大 粘度 地 增 

WHR. SERRE, BARE REE AY 

MARS BE, CARS SR mR Ah 
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BADARE Be a al EF AS ee, Sa] Ee AB 
REE PERET B BR BR se RB AB 
BHEARR EAS ce, PEP A AS 
间隙 位 置 之 间 的 距离 为 忆 那么 在 一 个 立体 点 阵 中 ,. BREF 
或 空位 将 在 时 间 区 间 了 内 ( 即 跳跃 频率 为 1/7) 构成 一 个 跳跃 度 
为 = SERPS. ACSA SR FT ERR, ik 
时 润 的 基本 单位 为 5, STARE OK Ein AR RE, 这样， 
洒 质 原子 的 转移 概率 密度 就 能 用 如 第 2.2 节 中 所 叙述 过 的 扩散 
方程 





ĝu ag? fu= DAu - (8.2.1) 
a z 


来 描述 ， 

表示 布设 运动 的 粒子 从 势 阱 中 平均 逃 选 时 间 的 量 工 需 根据 
HAAR EE DEERE, PPR ANAT LS ER EY S&H 
结构 来 说 ， 常 数 a 等 于 1/6。， AEBS AN BR i 
构 中 , a 就 取 不 同 的 数值 了 .另外 , 如 果 对 于 不 同方 向 上 的 中 路 
具有 不 则 的 可 能 性 ， 那 么 , PRBS MAREE D AERE, H 
RAH PARE RAR Oe RR 
+, RSS, AW eS BARR 
SHR-HKOMRSRHK, TITRA, RIVER Eh 
AR He Sy PE i, UTES AE AY Ko BT 
斯 特 - 爱 因 斯 坦 (Nernst--Ringtein) 公 式 确定 , 即 . 





Jit D ATRAE CRMARNRESRST FF HR, 9 
JAR, TARE, & WBA BRB 在 第 8.7 节 中 将 给 
出 由 斯 莫 路 苏 斯 基 方程 导出 的 纳 恩 斯 特 - 爱 因 斯 所 公式 ， 
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Midi BEHRMAN NMEA. RH 
HE SX RE — EE TA A DB BG EPR BL DF a, 
iT RRR RR, Hoh paS E T 
REAA ERIT Z A LT ae. TE BAN 
Fad AYA, BBL Ie E RR BY He y PE E 
的 ， 我 和 们 把 每 个 点 阵 厌 子 作为 布朗 谐振 落 器 来 考虑 ， 使 得 它们 
AE BE 43 Hi EM AT / ee 前 正 态 分 布 ( 参 见 第 2.I 
A 

BEL, HRAT R SA T R D RASHES | 

dc = — VO (x) dt E dwt), (8.2.2) 

HRI BMRA, OAPAMA EERE ERED 
Ree ATRRSE MNES. 我 们 引入 另 一 种 模型 ,在 这 个 异型 
PRH N 个 原子 组 成 的 点 阵 作 为 38W 维 位 形 空 间 中 的 一 个 点 
来 考虑 , FES EASE IR AE ES aE © BRAM. 
因此 , HAG DS RY n Pi Bi} BE ER. 空 
位 的 迁移 就 对 应 一 个 EL AP BS HSH 
WORE, 关于 于 = (ar, +, wo)? 的 方程 (8.2. 罗 就 描述 了 这 个 情 
m. BP SRA BORE Fk a HA TE. 

DT Bae PSE Ee DD Ea a RRS. 2. TH 
PRA EAT GE PONTE BIS TR AT i E RE 
是 不 相同 的 ， 且 通过 连接 势 阱 的 远 点 的 概率 在 各 个 不 同 的 方向 
上 也 是 不 同 的 .举例 来 看 ; 在 (x, 阴平 面 上 的 扩散 系数 就 与 2 方 
向 的 扩散 系数 不 同 , 从 而 扩散 方程 便 可 写成 下 面 这 种 形式 : 


D+ + DÉ Oe -2 (3.2.8) 


IEF iz, YP Li BRS z rer 频率 不 同 ， 


+196. 








六 
五 
九 











图 8.8.7 ERRAIN 


这 就 引起 了 D5 DARRE. 另外， 跳跃 程度 的 差异 以 及 跳 
唉 概率 的 不 司 也 可 引起 扩散 系数 D 与 Ds 值 的 不 同 ， 对 于 最 
BPR, RTA] 
子 来 更 好 地 说 明 。 考 虚 这 样 一 个 
AF. 该 点 阵 中 的 阿 隙 原子 洪 六 
种 可 能 路 径 中 的 一 条 从 一 个 日 胞 
移 至 另 一 个 晶 胸 ， 如 国 8.2.8 所， 图 3.3.8 非 各 身 同性 点 阵 
示 ， 设 沿 带 有 一 条 、 二 条 、 三 条 影 线 标 记 的 线 眉 的 跌 芭 概率 分 别 
Ap, gar, BRA 2 ptetr)=1, RPK PMB oh A 
PREA Bl RRR BY 





+ 


Pi, Y @, b, (n+ 1) 7) 
=gl Pia, y, ath, b, tm+Pls, y, a— h, b, m) 


+91 P (2, v, att, hy s+, in) 
+ P(x, y, 2-5, »-“3 4, zn) 
HaÇ (e, 9 og, 04ga, 2a) 
+P(oiy, atia p-a, in). 


其 中 P(g, y, a, b, Cut DDR RAMENI OE IAD T I n+ 
1 次 跳跃 后 到 达 点 (, 分 的 概率 ， 已 知 粒 子 交 初始 点 在 (w D). 
因此 有 


Piz, y, a, b, tnt1Y) Pie, y, a, b, Tn) 
=P(x, y, a, 6, Tajer tolT) 


=}? | Pace, y, a, b, oD aes pry ¢) 
+ Pale, Y, a, b, mg G- q) 
+P, ty a, b, TÒS 8 Ga) Jroa, 


canes oP ee 
这 样 -五 -二 gE (fr) + +V- Or 


Bt 
og ft PP 
a ee “Bp? oe 
| OP wri2+tr OP ap 
或 -全 -二 [二 SP a VEO Saab 


8 ri BP] 
. + 
UL 扩散 张 量 使 为 这 样 的 形式 ; 
6198 + 





r ifi v3 
ae zt) g Oo 
TI AAS 8/1 
e-d (7) 
ERREN AUTRE 
o ha. res 


其 中 加 和 入 Jy EARJE REAG OH SER ERE 这 个 例子 吉明 ;不 
同方 向 上 的 扩散 系数 可 以 不 同 ， 然 而 ， 事 实 上 在 六 角 点 阵 平面 
内 部 的 非 各 向 同性 的 效应 用 实验 基 不 能 观察 到 的 ， 它 们 只 能 在 
其 他 点 阵 ( 如 正 交 总 阵 ) RS 

在 一 般 情 况 下 ， 我 们 总 设 一 个 初始 位 于 原点 的 粒子 能 够 跳 
有 隘 的 可 能 位 置 为 向 量 

1 o 

并 进一步 假定 跳 联 发生 于 向 陋 为 工 的 时 间 区 间 内 ， 且 概率 分 叶 
J Pu oy Pan FER a aieia i E 





Beet, es 

BASIC EAR an 
f Pœ, y, Dn- -Arata Y, NT) py 
| 7 - EaD 

p - l BAN Ta; agi Y= (1, Ye, Ys)", 

然后 , 3} PAE: 2 RRA S EMES 

展开 着 促 取 首 项 ;使 得 © 


oP ks pp. `. 
at = BPs 02,02, a 





其 下 了 一 9T， H 


+ TBA. 





path 
2-A = a (8.2.5) 


以 上 我 们 条 用 了 Bn 一 和 
Papi =L, oo, m) 

这 一 事实 , 它 蚌 由 点 阵 的 周期 性 所 得 出 的 , 这 样 就 可 消去 一 防空 
间 时 数 . 因 而 离 出 点 以 及 期 望 离 出 时 间 的 分 布 就 决定 了 点 阵 中 
的 扩散 和 矩阵， AR 它们 量 值 方面 的 计算 将 在 第 8. 6 节 和 第 8. 7 
节 中 给 出 。 、 





8.3 一 维 离 出 问题 和 多 重 转 移 状态 


我 们 考虑 一 维 的 随 本 微分 方程 
de =b(x)dt-+/2edw 


HHe 6G) =-4-8@). ， 


我 们 的 目的 是 计算 离 出 点 的 离 出 分 布 ， 更 明确 地 说 ， 就 是 在 初 
始 分 布 给 定 的 情况 下 ， 计 算 在 a RB ARIF O= (a, b) 的 粒 
子 的 比例 ， 在 此 情况 下 ,方程 (5,4., 且 好 下 给 定 : 
sw tb =O, 
CC ' (8.3.1) 

如 果 联 a=0, BA, AARG 1) RE b(a) #0 的 区 间 上 
一 定 是 常数 ， 因 此 , 当 s->0 时 , AEREE ORAA 
F. PAA BARAK ER, 在 该 区 域 中 方程 (8.3. 负 的 解 
迅速 地 从 一 个 常数 变化 到 另 一 个 常数 ， 我 们 首先 确定 8(w) 的 
Ope REA BD, 

Rea HbOWSA, BE DE z s=z 附近 的 泰勒 级 数 展 
FRA 


= 200 + 


O7 = (ar 
令 =(a—2) e", 
PERNA =e measles 个 伸缩 变换 。， 这 样 ， 方程 
(8.3.1) 便 变 为 

at- antat [Aer dem] =O, (8.3.2) 
E a,=1/(k 4), 
RATR ABD u KF E= 9 的 内 层 展开 式 中 的 首 项 只 满足 广 
m 

Up tAE u = 0, S (8.3.3) 
由 于 当 ht 时 . 
| u(2) >, 
因此 ， FAM BO EA REY -> 一 oo 时 
w(E) 904 

Fy E00 时 WEO, 
HE (8.3.3) A FREE: 

PE nl erp (ST) tm, 6.3.4 
HP ya 和 Ys 是 两 个 待定 常数 ， 如 果 bs 为 偶数 ， 那么 除 7170 
外 ; 当 E00 或 一 一品 时 均 有 Je |->c0， 及 因为 

Ci 一 CO 一 ya， 

所 以 i=0 DRANG ER WE 六 为 奇数 并 且 4<0 也 可 得 
AE, 因此 ， 仅 当 如 为 奇数 且 A0, MEE BG) 
ty Hem ME Oo) ABA, BE 8.1.2 + at | KELP 
ERE. RFE 


i Oi 
pi 0,0 DB 和 petits, (8.3.53 





其 中 


+201.: 


aig }expl — Age h/ Git ue aSo 
_, AP hy + dg! Sa 
6) 


20 TY + Yl 
seh QAR Tin th, O, H- RM, 可 如 下 求 定 . FERA 
HH BPRS RARE AE BRE, IBD, ah EE 0 mm 
p IEIET ras, 
Oit Oi 

2 


二 (Ci Ua) B, 人 opt a HT) dé. - 

a G8 
在 端点 % 和 各 se ES AEF. (四 在 z 一 ss 缴 邻近 
的 边界 层 如 下 展开 ; 


aren! 1 ve 
Morne Conan, “wa a) ae. 


(8.3.8) 





“tte (ae) ~ 





而 在 = Yaa BAERE 展 下， 


` ee ， i 
~ | A, afta 
We 4A Askin gg 


AY (8.3.9) 

ATR BRC, 在 方程 (8。 :8 DARAMAT aao As 
E> BR (C6< 办 进行 积分 ; 可 得 Oats 

ae Oa {ye — 8 Sag Cp OF 2° lg B40) 

于 是 ， 和 用 展开 式 (8.8.7), 便 有 oh PSR as 

eS BO, — Oia J MOP 
e PBL, -OÙ avendo, (8.3.11) 
ME Ec), WE.3. HA PHAR Oe, M 


+202 


而 使 得 O,-Cri~0, HEA o= py AAR ALE 
EF P78 SE Ae toa. 
Piy) =max Plg 
FM ys ERA Qy p RR PCy) BARA ER A RI 
选取 这 样 两 个 极 大 值 点 代入 条 伴 (@.3.11) 式 中 , E 


Orias. , 
如 果 O ketmas bier 
i 
Raw, “ts Ya Be RAG 
i ~max ity. 


RoR wi. 以 后 为 了 记号 的 简单 起 ， 我 们 去 控 字母 的 所 有 上 角 
标 ， 已 经 指出 , 内 层 羽 发 生 于 那些 使 得 全 (ww) 的 绝对 值 在 (4,5) 
ARBRE IF AES RABY bo) A SS CEL WE 
我 们 来 考虑 (8.8. TOR FERRIS 8, SAAS. 3:8) 
恒 得 
es rowny Blaran ， 
m gD: "B Op- Opa) HD, > acne 
所 以 , 如果 D(a) <max $y), ee 
则 o=o, 如 果 D(a) 全 (5) 两 个 都 基 航 大 值 , 我 们 可 得 到 下 
面 由 % 十 工人 个 独立 的 线性 方程 组 成 前 关 生 A EA AR 中 的 方 
aa | | 
Bt By, -B 0 0 ow. o A 











、 | ~ Ba | 
-B Bth: ~By? :0 ` | . D. | 
0 -Bs BbB -8 ` Je t=) f | 
. vu fom Hy "By rit, abe | PaO 
(8.3.15) 


如 果 D(a)<max®, jl (8.3.12) ARM MH Oso, 类 似 地 ， 
如 果 Db) <maxG, MEI IDARA ME Om. WPA 
种 情 视 来 说 ,元 论 是 哪 一 种 , 方 各 组 都 可 明 显 地 简化 到 你 阶 的 广 
程 组 。 方 程 组 (8.3. mae 

= (aP,, t+ BQn Ps 


sf ÜB ‘Je n+l 
P= 2 Bopi = Ps 
P$ P, 和 Qn = P,— Pay. (8.8.14) 
现在 我 们 来 总 缚 这 个 铺 果 如 下 :， Bue) Wa 
su -blew 一 个) sE (eb), 
ua) ==, 性 的) 一 B 
BA, HP a=) Rw, e PTOZ on 
HEBA Ria<a<+- <3 是 那些 使 得 
Bs) ~ max Py) Gat, + D i 
MAY B aLi in HIE s, 使 在 这 些 点 上 以 最 大 阶 帮 
CRF FHUBK, i<jxm)b@)AF, BEIRT 所 的 泰勒 
级 数 展开 式 给 定 为 oo 


ard _ 





b(a) Aye + 
Ah A> 0, 4 B= (40 4OY, By ec 0 BY 


tw) DO kent), ve (ty, tia) 


其 中 Oy Patt 8a., 
a | 四 -| wE (ty, ta) 
tt sebyes) 0, 其 他 ， 


_ 离 出 问题 的 相应 结果 可 作 如 下 陈述 ， 设 el) BL OP 


e204 >» 


方程 . 
dr (t) br dtt edw}, 2.(0)—2E (a, D) 
的 解 , 并 且 令 
Tv—inf {t]we(f) =a RR mlt) =b} . 
为 2) Ka, DRNA ETEL 如 果 Bw) A 4, SHATTER E 过 的 
那样 , 则 在 “=a 点 的 离 出 概率 当 sa->0 时 为 


Paix) —a|4(0) =a} -> $) Ditata (2), 
(8.3.15) 
其 中 已 一 Po/Pw ME od 点 的 离 出 概率 为 。 
Pu 人 -Blze(0) = 2) 一 二 一 P(o (r) =a lz.(0) =) 
”注意 4 a=0, B=1 时 ， rats. 3. 小 的 精确 和 解 给 定 旭 下 ， 


ghee ds 
在 B(x) 为 单 零 点 情况 下 ， p ERAH RAHE 的 展开 式 导 
>TO") |" 


TFT ee 


5 (8.8.14) RAR AD, 
习题 8.3.1 Ea 
讨论 f()>0, JO <0 WHR. 


8.4 HAD Mas TEMS oS RAR h 
问题 


如 第 8.1 节 中 所 提 到 过 的 那样 ， 从 势 阱 中 离 册 的 不 同方 向 


BASSO TARY By. FEL, 这 些 不 同 的 反 度 率 可 出 82 上 的 离 
出 密度 来 确定 ， 在 品 体 中 原子 迁移 问题 音义 上 ， 离 出 密度 决定 
了 各 向 异性 情况 下 的 扩散 矩阵 , 设 吕 是 一 个 多 势 阱 ( 见 图 $3.4: Lh 
HR Xi, e, x 是 势能 二 在 Q PAG TSE RB BME, 

TERME RIERA 

vv 
在 b 中 的 稳定 平衡 点 ， 由 于 :6 在 任何 一 边 均 大 排斥 边界 ， Ey 
以 从 QATAR TAP BA, 我 们 假定 Q 4y 

AAEN X; 的 吸引 KR, DERRIT R 269, 使 得 

G) x,€9,G=1, +, n), HAREA, x(0) =x, WH 
ico 时 有 XOSE, 


(ii) a-a 


我 们 假定 00, FES HAT T UR, 假定 24 …, Da 扩 
触 于 边界 80, 而 2 ry o, Oa BR a-s Fae ON: 
8.4.1 78.6.4), W uO ER PE 


n “gas 








edt, +: D(X) -Vu,=0, ERA, (8.4.2) 

ED) ETE- (8.4.8) 

的 解 ， 由 于 当 230 时 , 解 eC A HL aa D(x) Vu = 0 的 解 

wo， 因 此 ,如 前 面 已 证 明 过 的 那样 , uo (x) FETT A DRR 

级 上 必定 是 常数 .如 果 工 GE 9 那么 就 有 u(x) —C,, 记忆 边界 
层 和 内 层 分 别 目 现 于 OO 和 Tv 上 . 

_ 现 将 穿 过 Tg 的 内 层 构造 如 下 : OE, DAT 附近 的 局 部 
MR, HERAT, 的 切 向 坐标 ，9 表示 Py BAEREN: 
我 们 称 监 而 Ts a PF GE “Ay SS TI”, 即 方程 (8,4. 孔 的 性 
一 解 工 ( 介 使 得 天 (0) = KET y MEM SE ey E 因此 ， 
KW) Ty 上 必 趋 于 er- 极限 集 . 由 于 其 他 情况 也 能 导 BR fal PE 
PA KERR- RE TB TA A I A 
HAAR, Dig LER AREE To LERE EO 
的 内 部 却 是 不 稳定 的 ， 例 如 , AS. 4.0 R Xu 在 Tas LERE 
E, WEQOHMERBEN, AFA BARES Si 
MIR, 所以, 我 们 可 利用 Py LOR ER REA BR”, 设 
是 Tu EZA x 到 Ty 上 的 稳定 禧 奖 点 Xy MJER, 使 得 、 

a aed La 

FHH cot X(D—> I, RPRMERER Py AQ AE h R 

XQ MER, BEE Ps 的 邻 域内 ， 
by gs DA. ea 

REP Enea Ly ko HARP AAR BLE name 

文献 中 都 站 已 你 出， 我 们 应 注意 对 多 作 不 同 的 仿 定 可 度 生 丰 网 
药物 理 结果 .在 (， DERRE., 方程 (8.2.4) 就 取 却 让 形式: 

We BOS) ut OW =O, . 8. 4.4} 

其 中 &/ 本 表示 特征 方向 上 的 方向 导数 , he CO Ta LH 

EFAA: EEG, 因此, 方程 (6.4. 包 就 成 为 退化 的 抛物 型 

rT» 


方程 , 并 对 所 有 ERARE. HTAR. 4AA AR BE 
唯 -- 解 , BR BD AR eA RAR A EO, 其 对 应 条 件 为 
Pio, s)>O;, 24 woo Ht (8.4.5) 
Wla, JO, > — oo ft, (8.4.6) 
RAR o, STRAW i 

Plo, DECEM e- ds-+ , BAD 
Se AH Oe FOS Ca 
方程 . 


和 . 


utes 


, BY | . 
TGS Y~ OG) ot 7=0 8:48 


的 解 ， ATER Ko 0) 17H (8.4.4) 76 s=0 点 的 解 、 RN 
„y= [o [ol exp- 2f E e) 人 

所 以 

0 y= Laa 352 y(s), (8.4.9). 

SRAM RAT WAA RMR 一 ( vk 
g, FP y= p(x) as x, G2), x’ WW BR, 其 形式 为 ; 
14 (x) 4/2 F(x) — A frien oman 

‘(8.4,10) 

(8.4.7) RA (8.4.10) SHES APR MA EZAN HE FE A i 

(8.4. 6) 改 为 当 忆 ->0 时 ， feo, oF HE. BT RHO, 

我 们 对 (8 4,2) U1 A 以 轿子 et, REENT ó Pè 

行 积劳 , 便 得 


@ tet. 41) 


WOULRAM EBRREK AA 上 ， 这 些 点 上 更 分 别 在 GQ 
NAR 和 在 Zu 在 取 极 小 值 ， 在 这 些 点 上 方程 (8.4.4) 就 简化 为 
u tobillo, OwW—0, (8.4.12) 
所 以 方程 全 .4, 邹 也 就 可 被 代理 为 o 
E te 


(8.4.18) 
并 县 时 展开 式 (48.4.10) 就 可 得 到 ot 
ROX’, 9) =8 sa SJ (x2 一 CD) [bi Cx’ DIGA 
op I me 
(8.4.14) 


我 们 将 (8.4.13] 式 和 (8.4.19) 式 代入 (8.4.31) 式 ,就 可 得 到 . 
-13 ` 
ion faa HC) — 01) [bux 69d 
a 9—0: ys -ëe YTV ine 
te je bux) lsdBe0, 
o (8.4.15) 





首先 考虑 区 域 9; 与 90 RERA. RAE 
B= min P 4 ®y~min P E a ` 


ER, WE Dob, W O= =0; 且 没 有 内 屋 形成 这 样 我 们 本 

TZE eo KAFA T, 没有 突变 出 现 ， 因 此， 我 们 只 要 考虑 
Oy >, 的 情况 . mE Pyh, 那么 : 

tim I PESES 

Eh sonon; oe dS i 

i =f ua FRR WS, (BAB). 

这 种 博 况 类 似 于 圭一 节 中 i 





Fle ma ~ | 
的 情况， 其 中 Oo WARA LASE AR HO Rii i H wit 
p(X) dS 林道 过 (8.4,16) 式 中 的 积分 的 近 亿 计算 来 将 定 ， 这 
各 近似 计算 法 在 第 7.4 节 中 已 经 议 明 了 。 如 果 Pum Pe RIN 
BYR MO. 的 一 个 线性 方程 . 
按 下 来 我 们 考虑 区 域 O KEM 2A 的 情况 ,那么 在 Q ER 
4, GA 


zol, DH (xe 8, | 
0:=lim ,=ktl, pn) 


f DYE) Ay 


(8.4.17) 
其 中 a= -UT 、 
AART. 4 REOR NE. 4. DRAG. 4.2 RP 
积分 作 渐 近 计 算 , 得 到 ae 
0; = TOD, (8.4.18) 


f. By? (x le Prd re Lop 
其 中 Diy ~lim AEn aooo B 
go | DIe dB 
， -J BD ple Ye Greet, os, n) a 
S, Dy>0 A oes 


yn- , 
FAFE.. 18 p OKER Dy 是 概率 ， JEG. 4.19 5% 
程 组 (8.8.10) 中 第 2 FSH n ARMM, 它们 为 齐 次 线 
性 方程 ， 方 程 (8.4.16) 与 方程 组 (3 委 ,10) 中 的 第 工 个 及 最 后 一 
个 方程 相 类 似 ， 它 们 为 非 齐 次 线性 方 各 这些 方程 可 以 姆 起 这 
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样 的 形式 ， 
| 2 le A 
=O J once B12 (x) p(x) dS, 
+S | DHEK) p(x NaS, (8.4.19) 
因此 , (8.4.18) 式 及 (8.4. DAR BH HILO. AEE 
(8.4.19) 左 问 式 子 的 一 些 线性 组 合 | 
S JEFES. 
其 中 常数 a 8 AL i, 2 的 高 
出 密度 为 
px, Y=P(x, co-yeaolx(o-xegj， i 

~X, xo Edadi T) uY). ~ (8.4120) 

对 十 在 日 内 只 有 一 个 稳定 平衡 点 的 情况 ,有 
tim | Fe, Yas, 
Re De dL 

= Tim 222 -— 
人 xsv 
APE 当 六 具有 非 室内 部 时 , TRB. 4.20) aR AT A HE 


p(x, y)~ DUD) ply), eA, yeaa 
[aras 


=y) la yaga (8.4.21) 
[ey) /Br dS; -o 


其 中 8~{y €02|P=min P}, 
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1, MRYES, 
< -| 
0, WIRY ES, 
如 果 及 一 Tu >, ¥ A 
dot FP | yO (6, jel, =, n—1) 
On, Ga, "K 1 ki + i 5 
RBA 
SO oy) 8 -yE 
Ba， 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


Sanw y) Hy 
=p{y), (8.4.22) 
RAN SE MT FET Bh AR ERY (8.4. 21) RAI. 4.22) sh] 
和 对 前 面 所 讨论 的 尖 前 势 鲍 情 形 的 结果 之 间 的 不 同 之 椒 ， 
TAT, SR OPA ATE Pe RT, Bee 为 
KE RA 
edutao(l—2*)ue—yy=0, FE Qt, 
”v=f, 在 39 上 (8.4.28) 
HR, EPO 为 包含 三 个 平衡 点 (0, OML OMAR FH 
区 域 , 89 为 光滑 边界 , HE 0 EE bev <0, 这 里 
hb 一 (ed ba) 
WW hss- fl ba y, FE I 
. b=-Vh, ~$=29/2—a2'/4—y°/2, 
ACL, OERE RE 


& ~.2(1—a") 

(8.4.24) 
oy r 

dé 


的 稳定 平衡 点 ， 因 而 , HA EL, OMA BRE, 
简化 方程 在 -2N {z<0; 内 的 解 为 常数 O04, 而 在 


12i» 





2,=QN {a> 0} 
内 的 解 为 (可 能 ) 不 同 的 常数 Qs， 由 此 得 出 滑 直 线 xz=0 可 形成 
AR, 它 包含 了 动态 系统 (8.4,2 人 的 蒜 点 (0, 0), Æ 


Ta= {a —0} 
附近 我 们 引入 伸缩 变量 一 wa, 且 可 知 用 内 旦 展开 式 中 的 首 
项 可 解 出 如 下 进 化 抛物 型 边 值 问题 
Uau ato — y=, - (8.4.25) 


其 中 —c0<y<oo, Hy EEA yoo BA ; HER 
(8.4.6) RAB. 4. DRAM, 24 o> boo 时 ， ulo, y) Ora 
FE(8.4.25) ER 


ula, 一 2A [e 3/3 ig fT canes (8.4. 26) 


最 后 , 按 通 常 的 方法 , 我 们 在 AQ oA URE 
HH, 于 是 复合 展开 式 为 
wale, ilet, +L fla, y)—u(wet, WE, 
(8.4.27) 
为 了 计算 常数 C2 和 Os 的 值 ， 我 们 对 方程 (8.4,23) 两 边 同时 乘 
以 因子 e-w*， 然 后 在 每 个 子 区 域 O AQ, 上 进行 积分 ， 便 得 到 
两 个 方程 


af o**b-pds— | rpm 
an Panes, : 





4 (ay es Ve Ferra, (4; 2). ` 
(8.4.28) 
Htrh y Flys BOQ 和 Ts 的 交点 .对 积分 在 线段 Ti E IT 
Wy Oe), 而 积分 在 20 20, bY RR OW ge， 其 由 
起 为 由 在 AQN 22 FM ROMA, 所 以 局 FNC. 的 值 就 取决 于 
中 6 = 二 DERI. KI ITEA PR G=, 246 
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一 为 正 ， 则 对 积分 在 线段 Ts 上 的 贡献 为 主要 , HOR. 为 

了 计算 04 一 Os 的 值 ， 我 们 将 (8.4. 28) 式 的 两 个 方程 相 加 ， HA 

所 得 的 积分 作 渐 近 计算 , 得 到 
FE 

和 0,=lim Jo’ f ; 5 


a0 






(8.4.29) 
wa? re bwds . . 
AT TRB), PAG. 分 均 为 非 正 ， WABE PAN 
an, 上 的 贡献 为 主要 , HO, 由 下 式 给 出 ; can 


| eth bends oo ce mh, 
Dp : (4=1;'3), - E 


Q= lim F 
ee ev bends . 
n ; ina, i 
所 以 ,在 情况 C4) 中 ， 
p=lim ple; 9) 


分 别 由 情 癌 (和 情 癌 (中 的 (7.5。 DRAT. 5. 7 ARAN. 在 
情况 CB) 中 ， 
-o PCa, y, é, nym lim Pri (ee), yt7)) 
: 6 1.00), ¥(0))'=(e, DW] | 
由 下 式 给 出 : | 
pl, y, E, DAD nob, MCE, WD, (8.4.30) 
这 时 如 果 在 021) 00, 上 人情 帝 () 的 条 件 满足 (参看 第 7.4 节 ), 则 
其 中 的 a, DA 

pt, 由 一 xo E, nb (E, a) (451, 2) 

f be vde oi 

(8.4. at) 
MEREANA ENR GD) MRA, MEPE pe, 2) A 


+i 


>» deb vis) ls- w 
> dyb- p(sy) 


pis, 只 = (i=1, 2) > 


如 果 20, RA 
pO, y, £, D zt). 


为 了 用 随机 过 程 来 说 明 这 些 结 论 的 特 侍 ， Ka PAR, 

Jop R>1, RANT HARE REI Y R- VD, t 
得 当 吾 > 2 MEMORY, my Rv 2 HEARE. 
所 以 , 24 s0 时 ,如 果 RSA R, WAERT A ALE 
(a), OELLE LK PANIORA, BALF 
为 零 的 小 概率 穿 过 直线 mp 一 0. RA, mE Re V2, 那么 穿 过 直 
Bo =O REEMA, TEER RR IE 00 NAR RE 
AE 20022, 且 与 过 程 的 起 始 点 元 关 , 在 这 名 情况 下 ， 离 出 点 
的 概率 分 布 仅 依赖 子 由 在 OO ERA A. ie, | Aa 
24 REENT, 粒子 在 通过 曲线 Tw CARER 
始 那 部 份 , BQ, AYE, ER BRK, BARTA Te 于 
是 其 分 离 影 响 消失 了 . ` : 





8.5 离 出 时 间 


期 望 离 出 时 间 .一 ea) PUT 
sdu (X) +b(x)-Vo,(x)=—1, HE OQ, (8.5.1) 
， MCR, FEAL LE, .8.6,2) 
ETE De (8;B: DAARIN, DED, AES 
MERALAR. BTA CR) Shorr ORI EEA. EW, 我 
HFP … 


azide 


VR = "OCW, (x), (8.5.3) 
使 得 CCe) =0(e%") HH W.x)=-00), HERR EK MEME. 
在 OA RORANA W(x) ~l, TERS 8.4 ER, BAI 
构造 一 个 OQ 附近 的 边界 层 展开 式 ， 为 此 , 在 OO 附近 引入 局 部 
‘ne R—(x', 扫 其 中 y= dista, 60), 我 们 再 引入 伸缩 变 
Be n= — ay, TARE (8.5.1) ER F ER, 即 





V Wto) =O(e**), 
(8.5. 4) 

JE 48 yb. Al De HR ARCO 附近 前 b BENEA a E 
于 是 边界 层 展开 式 中 的 首 项 W* 请 足 方程 1 

WO +b, rN ba VW? =0, (8.6.5) 
这 个 方程 怡 好 说 是 方程 (8.4. 当 .… 根 据 (8.5:2) 式 , 我 们 将 

> WoO 

fea RAE Sh, st ESD BE sy LTRS ATRL A 
gik BY yoo A Wl, 这 梯 , 我 们 就 可 用 同 前 而 一样 的 方 
法 来 解 上 述 边 禁 所 题 ， 于 是 ， 和 粮 据 前 一 节 中 所 采纳 的 步 又 来 梅 
造 一 个 解 , 我 们 记 它 为 W, 人， 其 中 名 为 前 一 节 忠 所 引进 的 
Be, TJER, 各 以 及 由 (8.5.2) 式 所 得 到 的 条 件 


Pw. 
“er 


| eVe (670 Wo) 一 一 ea (8.5.6) 
Hy RIE HH, J ABD SE EE 便 得 
5 


28.5.3) RE RH (8.5.3) WP (oy, 从 所 给 出 的 边界 屋 
历 济 不 的 首 项 ， 关 有 估算 出 拉 演 粒 产 报 分 当 es BT RET a 
深 , 可 以 看 到 方程 (8.5.7) 对 兴 芝 的 积分 的 主要 调 献 是 来 自 肌 内 
更 取 绝 对 极 小 值 的 点 处 ， 而 对 方程 堪 边 的 积分 的 主要 贡献 是 来 


s 3t 





520 LD Ay BARB RY IL, AT, CEE = 
ORX =x; 的 邻 域内 用 显 式 袍 造 出 WO, E). 在 这 些 点 的 邻 
域内 , 如 第 8.4 PRE, WTR. B.D AM 
可 以 咯 去 ， 这 样 DTE RRR FRA 


. f gTeat fy 
W’ = iMi (8.5.8) 
| gD dg 
J0 . 


Ei . 
we , 
f BC 人 ‘is 


W. (x)~ : (8.5.9) 





EA 
“f g ara els 
v 


其 中 一 {x 2), |yl <i. Ma); 
| OW §x) | ice Wa jo pepe BTR f g OI dey 
a(x) lee f Dy ee e7 ix se ae 


~ 2e /Erb PA (8.6.10) 
我 们 将 (8.5.3) 式 和 (8.5.10) 式 代入 (8.5.7) 式 中 ， 人 
2 KG verndi joe EASY 


~| PeT: 29 (8.5.11) 
ü 


当 e0 RE, PORE LR BAS ORE LL. 
in FR Dga E 02 中 的 一 个 (a1) ARS 达到 看 樟 
MEO, 我 们 得 到 - 
PNE Epen oa) fa ua ae 
~ (2m8) BY), , (8.5. 12) 


HP. min $= O(y;) =O 





wil 


* 1 





和 MD dot AP (yy: | 
所 以 ， RATAN K -ê, nae “tn e 
O (2) = QB Bgg HIN E gA T PES CAA 


arana Be(x ge 
如 果 汪 在 80 的 孤立 点 处 达到 其 极 小 值 , E 
dot Br | Hs) #0 (j, k=1, =, n), 
IWA K wE RER, H o’ 
DRA) 
> bi? (x; JHT V(X; y | 
BL, SRA RCM Me ACT Set E = 0.x), 
wT OS AA 个 极 小 值 的 情况 ， 如 在 工 -0 处 达到 极 小 什 
那么 Er 就 由 下 式 给 出 . 





Of) = (8.5.14) 











ajo 
: atime o-+ agn 0 be? dS = kui 
Beal 7 ofa ra i 
HETEN ii 
POS pr? (=) HA F on iwi Gi), 
~、 8.8.18): 
其 中 全 -mip — a 
和 h(x) 一 十 加 œl. 
当 D R uE 小 值 时 ， FE HOHE AA EAE, 
si 8.5.1 mo 


证 明 在 -- 维 情况 下 , 例如 在 +=% EER Di, TAR CB-5 DA 


+ 二 1 * 





` pie Olay) ~ PCr) 

Bote J= E E ¢ (= ro) 

| _ (815.16) 
xe bts) = -O'(2), D= (2, t), BP herce, A.D E O PRA t 
PEABRAMA, 而 在 n A e ASF, HA  . - 
= 及 OG) Ce) = =0. 


8. 6 ASB 


我们 在 前 而 已 经 周明 过 化 学 反应 速率 出 = /Bor 给 i, 
Fie, :我 们 可 由 公 式 (8.5.15)， BUF eo KT / me, Ft LFA BF 28 
Yamb. . 
ACHR aR ROD D, BBR RE (physical time sos) 
上 修正 的 iai 


wt Pe gra] tne 
C8.6. i 


. 





=i 
对 HFA, 








-元 geye» 390) Df (= 人 as, g bre 


项 HORLEY Pe aa ieee AY 22 $F (Hessian) B He 
BEART, G00) ALF Be BERR EF RS BP A OG 
ERROR, ATU RARBRRR AME, WA) e 
F T ERRA RA RE, “Oe ARTE 
转移 点 , IRL EAB Ps REL 因而 粒子 
BWAAK, 它 在 转移 点 停留 的 时 间 就 越 长 , 于 是 反应 速率 就 逐 
MARE AR, 项 部 久 /Bv3CX1) 正 比 于 过 散 点 方向 的 转 物 状 态 处 曲率 ， 
亦 印 粒子 离 出 轨 线 的 曲率 ”这 样 ,过 转移 点 的 雪线 越 平坦 , 则 粒 


279% 


=P RAG EY DR PLA RAK, 则 反应 速率 也 就 越 
K. REA DHM (0°U ae") A 表示 % 算 式 中 指数 前 面 
BO PAT gy RARE, MO, PRR 
速率 中 的 位 险 因 素 ， 这 个 因子 考虑 到 了 这 样 一 个 事实 ， 即 不 同 
方向 的 碰 擅 很 可 能 具有 不 同 的 化 学 效应 ( 即 具有 不 同 的 浅 活 效 
应 ). 分 母 中 的 项 m 是 由 下 到 多 TERNE, CARER 
二 程 中 粒子 的 约 化 质量 ， 由 于 反应 速率 用 实际 时 间 变 量 表达 
的 , 因此 ; AEs AEH RTE By CERERA, BOM 
降低 了 粒子 的 下 降 速 度 , 从 而 掉 制 了 反应 。 另 一 方面 , 离 出 时 间 
EPERE RAN, 4 Mic R EE SE m ER A A RE N 
斯 定律 ; RRT og rh POE ECS SRNE 
定 的 激活 能 。 指 数 前 面 的 因子 中 的 位 阻 因素 的 表达 式 似乎 是 新 
的 、 对 于 一 维 的 情况 ， 上 述 这 个 公式 就 约 化 为 碗 和 类 公式 ""， 
当然 ,在 一 维 情况 下 是 没有 位 阻 效 应 将 : 。 “ 

在 枪 学 反应 的 许多 实际 模 蛮 中 ，- 如 第 8.1 eh a RA 
Hl, 已 经 证 明了 反应 速率 x 为 问题 (8.1.8) 的 特征 值 加 ， 以 下 我 
们 就 来 计算 特征 信 as. HEBE D) E e M adb A 
个 局 部 极 小 值 , 而 在 oe AARRE, Herco ea, .我 
IPERE D(a) <P (vg) 二 (zaX 见 图 8.6 .1 开始 时 位 于 wo 附 
RAROERA OR TRR a RD Te a E 
En SAPO S.6.2 BAYT RA Pe eo) 
EJE, 因此 ， PRTA AREER HHR v 点 处 的 执 刍 所 需 要 
HORS id + = 决定 ， 已 经 证 明 该 时 间 为 Ors), 其 中 

Ke = ® (4s) — -人 (is) 50, ; 
所 以 ， RA M 是 指数 律 的 小 量 . 假定 
~—O{e-E/s), Ki>0, : 
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图 8.6.2 
事实 上 可 证 明 和 一 1/Y， 从 而 使 得 


Ki=-K, - 
Re th (we) =e ol), KB o HO) RM, AB. 
BU gg — Pila =A. (8.6.2) > 


由 于 As 是 指数 律 的 小 量 ， 所 以 当 e->0 mL, o 展开 式 中 的 首 项 
Vy 为 简化 方程 

BO s- (8.6.8) 
的 解 ， 主 基 有 


全 


OE E T 

Ca, 2>ay, 

我 们 可 看 到 , 正如 前 面 指出 的 那样 常数 0: 和 da 可 以 不 相等 ,而 

B, 在 不 稳定 平衡 点 ws 的 名 城内 可 存在 一 个 沿 层 ， BAB 
FG (eh aS 


(8.6.4) 


gn 25ta E (8.6.5) 


aia 
AE, THA REAR 
BEF (wa) 


a (2k—T)1 EM ty =, 
FEB 2k Ay D fe ay URIS — TAR a Br. TA A 
KL, FB k=1 的 和 情况， 对 于 b> RR 8.3 节 中 的 方 
法 同样 进行 处 理 ， 此 外 , Fo) 满足 相应 条 人 忻 . 


《8.6.6) 








- O, 46>- 时 ， 
ee a 8.6.7 
e “ta, 14 Eod Bf. (8.6.7) 

PE, _ i 

Jofey 一 Ca ff exp © aa) ds+ Ete ， 

(8.6.8) 
PeR ` wee = . 
B= a (8.6.9) 


HTT AI BIO" (va) <0, 于 是 对 于 BCL, o HI BE Tt 
式 给 定 为 





ae) =p°( oe )+o(D， 当 i0, 8.610)" 


HF ea ERES ARR O, Cs 中 的 一 个 可 以 任意 


挝 取 ， 为 了 确定 另外 一 个 常数 , RA ES. 6.2) RE, 


= 有 人 有 


人 一 


SIR 





BF e?", BM —co 到 十 oo 积分 , 便 得 
| Se os do | ee rde, -28.6.11) 


MA aro a: 00 时 人 iy, -> 0， 旅 方程 (8.6. 1 在 边 的 积分 等 
FR, Mato, 所 以 有 


, fie “Pada = 0, (3.6.12; 
AKG. 6. 10) 式 代入 (8. 6.12) 式 申 , 可 以 求 得 
, ow A aa 4+ A/B, “gh rede ja 
Os | lt wie Dr cone de |do 7 


(8, 6.13) 
gs) 
O,. 2 (= zh. mes 
a a, ee es 


tm Eo/ 7 
a?’ lite he . A 
x(t ii f aada), (8.8.14) 


从 而 Cit 1/e 为 指数 趋 下 零 ， 于 是 我 们 可 取 . Ose, 使 得 关于 
o 展开 式 中 的 首 项 由 
, ON |. ef" monte ; (8.6.15) 
来 确定 . . i 
现在 我 们 来 计算 村 征 信 入 为 此 ， 对 方程 (8 6.2) 的 两 边 同 
RUT ee, HM vs 到 oo Bh. 通过 积分 的 渐 近 计算 ， 得 
到 | 
VB" (as) * 
将 (8.6.15) 式 代 (8.6.16), 可 以 求 得 


i 2, (wo) g Tite m Age” Ps 


(8.6.16) 


a Zab « 





Sep ae fr. 1 . 
Aye — va te (as) g Tede fe | (3.6.19) 


TRAI HE aC 8) A oe ALD A SA A M. 
B O) - SDH (APS SE ASAT), EPL Ht 
算 , 可 得 到 这 样 的 结果 : 即 人 8.6.8) 式 中 的 人 fa 为 - 
o=- DS. Os=1, (8.6.18) 
sa a 
u~ MPa UCN] Jta Tey, VIDTE Te ee ee 


(8.6.19) 
以 下 ,我 们 考 虚 三 个 稳定 平衡 点 情况 ， 为 明确 直 兄 ,假定 
Ble) <Da) <Da), 
其 中 心心 = 二 2, 有 的 为 下 的 局 部 极 小 值 点 , 且 假 定 
DDSB), <r <a <Ya <a, 
JL plsi, 2)HOG 的 局 部 极 大 们 点 ( 见 图 8.6.3), v 的 一 臻 
RAE PA i i 





po 





Os—O fe-mve ODE 
a Í exp | 2 ies 


Oy rev D" (yy) 8° Oi+ Og 
4 Sie “SH f exp 上 à |ds 十 一 本 
A B= we 一 , 3 
a VT St) 
Ci, aR BLY 
Fi ot) Co, 如 果 Ys 
Cs, pile o> Ys. 


如 前 面 一 样 ,从 一 co 到 eo, J ya BY oo RA ys Bl oo FAA, 
便 得 到 下 烈 方 程 组 . 


3 Oe mene 
Ai B(x.) 
— (0—0 jg WY TD” Co) A Lor f 


3 ORNO 


=0, ` (8.6.20) 


=r 一 一 一 一 .6. 
was 2 RCN (8.6 21) 
和 
l : O Dir 
— (Ca— Onder” POE y we) = Das SE" Cag)” 
pii - . 
(8.6.22) 


HE ES.6.20) MRM 1-0, 不 失 一 般 人 性， 方程 48.6、 20) 和 方 
程 (8.6.21) 的 解 0s, Os 在 01 一 -0 时 可 取 为 05~ OROI, 特 
证 值 m AT BRITE, 即 








Ba) de l . 
Dd ~ ic) 1P tyy | oe Pole 
和 ， . ， 
hava -= AED CCDS gs, 
其 中 Px 0(y) -Ple 
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和 QB - Ou), 
BR, Aral <lAvel E Q=@arGs—Ps 是 布朗 运动 粒子 为 达 
到 其 最 稳定 平衡 点 t 而 必须 克服 的 最 高 势 刍 的 高 度 BG) 一 
(cs)， 以 下 考虑 a 个 势 蛙 的 情况 ， 
rt Yn Tay 

HP ay H D TET vi F D 的 局部 或 天 值 A B 为 
BEM s->0 it, we a 

Yi- Hy G12, ee on) 
有 az 一 Di WA o H- -RERAATAR E: 、，: 

~ 3 a i ead ee. a 


为 了 确定 m 和 常数 O, 取 yor 00, p= +o, 同 前 面 一 样 ,我 
TEKH Uer 的 ) 内 积分 , 便 得 方程 组 
g PW CO — CE mi je fF CAT 
CN NV D aT 
. Qa e Penis 


te (b= 1, 2), (8.6.23) 
。 o KiB" (a) - i 
ERS D (yo) =D (u) =0. 
P, 
. Ply) — a) =P, Pies -Bed el 
以 及 VP oy | "T= his, 3 b ar 
PAE STB 8.6. 28) 可 写成 如 下 形式 ， a | 
(Ae Mo0, 
其 中 Om (Oa, 2, On), A= {Adi}, 
这 里 Ane Conde burad) 


diia = Enia A 
Anah g" 
iiti in? 


+ 





An =0, Mli >i: 
因此 , ~M 为 一 4 的 最 小 非 零 特征 值 . BUM R ES AA ECAJ 
作 渐 近 计 算 , 可 以 求 得 : 
BOJAM N, 
IORN EAH n- LREFPRN AE, MA HY oe -2 Br 
子 式 的 和 的 模 , 这 样 


N= Si Bni 1G: IL, ki wi) PE AP Dat HON) | 


6. 6.24) 
和 oo, 
M == ay Be] 有 ee a 
a, Se - (8.6.20) 
其 中 和 式 是 对 所 有 足 标 


' ha igre -ciie x T 
人 < oom 
进行 的 , AOR JHA, BA iti ANDE Fh 有 


hP inm $ 





通过 对 型 和 NARREA, TARA 
O ae- Ni 
M, + 


其 中 六 和 Ma Sy AIK N 和 如 让 的 小 大 项 ， 从 而 有 
Na E, D E Bia a) 
a ar Ut Ena)”. 
SQ RAAT Sd BR OCS A R 4 a WA ORE 
(LIQ ER MM BIER). RARE Nee, Ef] 
使 得 (8.6.24) 式 和 (8.6.35) 式 中 。 的 指数 取 极 小 值 ， 
下 面 , 我 们 计算 二 维 问 题 的 特征 利和 令 
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X= 27), w=(w', w”) 
为 平面 上 的 布朗 运动 。 Fe RRS te =.) Be e 
A, 这 个 过 程 由 下 列 随机 微分 方程 给 出， | 

VI) Vaw, (3.6.26) 
假定 当 | 玉 |->se Bt, O(x)->00, BMA e>O, 有 

few Xo. 
进一步 很 定 吏 公有 两 个 极 小 民 点 习 AX, H SCe,) << D(x), 
对 于 动态 系统 
文 一 ~—VO(x), (8.6.27) 
HORRA (6 一 1, DRES, AT RRMA 8.6.4 iR 
fy HE OQ, Naa, 对 (8,6.26) 式 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 
adut VY: (VÉ — uy 

u(X, Xo, 0} =X ~ Xp) 

的 解 CX, Xo, 的 收敛 到 平稳 解 





A 3.6.4 . 
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uri FA: 








NES, 同 前 面 一 样 , 由 问题 

edutV+(V@u) Au 
RISE PAE? NAGE M HE, MASS, 令 use Ow, h 
问题 





edv —VO-Vo=iw (8.6.28) 
的 第 一 个 非 平凡 特征 值 确定 。 可 以 证 明 ( 参 看 习题 8.6.1") 
My =O(e s/s), 
从 而 方程 (8.6.238) 的 简化 方程 次 
VE.Vu=0. (8.6.29) 
方程 (8.6.29) 又 可 写成 


du(x(t)) =0 
dé ’ 


其 中 x(O 是 系统 (8.6.27) HERE. 由 于 当 ioo 时 方程 
(8.6.27) 的 从 各 ,中 开始 的 所 有 办 线 均 收 租 于 x, A, RIL 
定 有 
On, W IEA, 
vC) -tw WRICA, 
其 中 w(t 为 第 一 个 特征 应 数 a(R N. T H 
近 的 内 性 可 如 第 8.4 节 中 记述 的 那样 来 构造 .在 工 附近 引入 
局 部 坐标 = (s,y), Ho, WE CO), BA y= —dist(x, I’); 
WELCO, WA ydist(z, T), sa EHHE. ABS! 
DARE hn a y, T, HBF Ha in, H 8.6.28) 
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到 以 每 成: 
Vb Ven) S24 of) 
=O(e**), (8.6.80) 
这 里 61(s, vV eni b PURRA B(x) — — VO(x) T i 


近 的 法 向 分 量 和 切 向 和 分量、 当 a0 it, T 附近 内 层 展开 式 的 首 
We HARB 

Ee BS) Gut +0) Se =o (8.6.31) 
的 解 ， 其 中 Bs) =b3(s, >o O(s) =b, 0), HTE PE) 
于 了 荆 上 的 任何 鞍点 处 , BROS) AB, MT S.6.81) 4 WH 
所 有 求解 的 退化 抛物 型 方程 对 二 方程 (8.6.81)， EA RY WY 
PERE Ae OR 

o 0, MR n>- oo, 
a(n, s)—> 


Cs, WE n>, 
其 解 291%, PAB: 
uin, 3} -e000 odst—— ga 





(8.6.82) 


to 


l l 6.6.28) 
Sih y (8) 9 BA EE 7 (0) = BO ERE 


d B 
Boe or 


前 解 , FEO, 0) ATMS.6.31) 48-0 RM, ERA 
OAGEP ERRMEM Xo, 于 是 有 


¥(s) 一 [ 2 F o ezp( —2 Eae 2) de re : 


PEM 0-0 | i 
0, s) =A (8.6.84 
en ( A s) 2 he ye). ~ ) 


所 以 
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FERRME 加 与 Da ZAA, Wh, MH .6.28) 
西边 同 乘 以 头子 e7” HAS, ER 
| evax=0, 
运用 展开 式 (8.6.38), 再 次 得 到 O,—0, AR O,=1, 再 对 方 
程 (8.6.28) 的 两 边 同 冬 以 因子 oe”,， 且 在 h 上 积分 ,得 到 
g f. ge ts OO isan | a saa, 
由 (8.6.833) 式 各 (8,6.84) 式 ,得 到 


A ey OVNE E 
= Oe [eH KF 


_E- Gi /orl t: L$- Ea sanaa) 








aD (Xe) . 

. . (8.6.85) 
Hopr H T ER Xo ARIK IA, 

H (X4) =det (4, ) (xs) 
以 及 在 荆 上 3 一 0 处 

Pade ge ea Tl 0 
= > OGD iiit Oe iHD, 
4, Br 


a(i 

对 于 % 个 势 阱 的 情况 也 可 得 到 类 似 于 8.6.23) A i A 
“BY Ak — OD, AT A (x,) Al Oxy) ERAT (8.6.35) 
起 的 方程 中 出 现 ， 它 们 分 别 基 粒子 在 势 阱 底部 和 迁 点 处 振荡 主 
频率 的 彩 积 ， 正 如 方程 (8.6. 巧 中 一 样 ,在 性 点 处 世 同 样 会 出 现 
查 章 二 阶 疾 向 导数 ， 关于 hu 表达 式 中 的 指数 就 是 这 种 情况 的 
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激活 能 . 
吝 于 % 维 的 情形 可 按照 同样 的 思路 法 处 理 (参看 第 8.4 
节 ). 


习题 8.6.1* 
用 瑞 利 (Bayleigh) 商 数 c 证 胡 (8.6.28) 式 中 当 20 时 ， 
A= Qe EA, 
ALFA A TARTEA MCZ. 


8.7 蝇 体 中 原子 迁移 的 扩散 张 量 , 纳 轧 斯 待 - 爱 因 
斯 昌 公 式 以 及 斯 葛 路 苏 斯 基 方程 的 均匀 性 


现在 我 们 借助 (8.5.1 辐 式 弟 则 的 高 出 时 间 及 (8.4.23) 式 给 
出 的 离 出 点 的 概率 分 布 来 计算 晶体 中 原子 迁移 前 扩散 矩阵 ， 亦 
(8.2.5) Dy, Rep BRE MILES Az 出 的 
WH, WAH (8.4.22)0, W 
pn eS ay. (STO 
2i Pb tavr HH ID;) 
将 (8.7.0) 式 和 (8.5.,15) 式 与 (8.2. 可 式 结合 起 来， 便 可 获得 如 
下 结果 ， 
Dome xO) TEE) 8.7.0 
xH zial Gar, 
eof RRA WRITE. WHO, MaaR D E 
前 画 的 讨论 中 已 作 过 解释 , : 形 如 O20) 9 ( 2) SETS 
(Vineyard) Ai% BH (Glyde) 的 公式 中 出 更, 他 们 所 考虑 
的 是 空位 扩散 的 男 一 不 辣 的 模型 ， 
. 我 们 注意 到 ,在 许多 问题 中 ， 不 同方 向 的 扩 雪 系数 有 不 同 的 


和 





指数 率 ， 便 如 ， 在 六 角 锌 晶体 点 阵 中 ， 在 该 点 阵 交 一 个 六 角 平 
面 中 的 扩散 是 各 向 同性 的 ， 然 而 从 一 个 平面 到 另 一 平面 的 扩 
散 速 室 却 是 不 相同 的 ， 即 相差 一 个 指数 因子， 这 就 产生 了 形 如 
(8.2.8) 式 的 扩散 方程 ， 考 虚 到 这 样 的 情形 , 我 们 必须 分 别 考虑 
平面 中 的 二 维 扩 沿 以 及 从 一 个 平面 到 另 一 平面 的 一 维 扩散 ， 于 
是 要 计算 出 对 应 于 每 一 种 情况 的 不 局 的 离 出 时 间 . 

项 表示 注入 点 阵 的 糙 子 速度 的 减缓 率 ， 由 于 粒子 通过 与 
点 阵 的 相互 作用 杰 放 了 动能 , 因而 引起 了 粒子 车 度 的 减 变 ,同时 
提高 了 晶体 的 温度 .所 以 8 的 “香江 ”效应 是 使 扩散 系 数 下 降 . 事 
实 土 ， 实 验 所 得 的 扩散 系数 比 那 些 物理 文献 中 仅 基于 多 和 mm 的 
计算 而 得 到 的 预期 数值 要 小 一 些 ， 这 里 ， 提 出 粘 滞 因 子 6 可 以 
作为 这 效应 的 一 种 可 能 的 解释 . 

下 面 ， 我 们 对 方程 (6.1.2 人 和 方程 (6,1,25) 进 行 分 析 ， 已 
经 证 明 ， 它 们 分 别 等 价 于 方程 (8.1.28) 和 和 方程 (6,1.80). 方程 
(8.1.25) 有 一 平衡 解 6 一 常数 , TE, 在 有 限 的 张弛 时 间 后 ; 我 
们 希望 & 接 近 于 常数 ( 即 zo HV, BD). REL, BAT 


aw Tf, r, o"), (8.7.1) 
asf} . . 
其 中 r'—5r, 
o"=8o 
A 
b<1, (8.7.2) 


AS x’ Flo" 描述 了 &% 在 空间 和 时 间 : 上 的 缓慢 变化 ;5 为 一 个 在 
最 终结 果 中 不 出 现 的 人 为 小 参数 ， 由 于 关于 a 的 方程 (6.1.25) 
全 有 加 (fT)， 而 中 C7) 未 示 粒 子 穿 过 品 胞 时 其 有 周期 性 ， 所 以 我 
们 ERT Je 作为 了 的 周期 函数 来 考虑 ， 
#6 (8.7. DAAGT. 2RARAE.1.25) RF, FES 的 不 
ERR AAAS, 从 而 , 可 得 到 下 列 方 各 
l 200+ 


O=1ASa—~V,b°V fot Se Vf Veh Ve fn 





Ad, „faa — ion Fa, E | _&: T. 3) 
在 (8.7.3) 式 中 人 mr 便 得 加 
0 8-7,4) 
CRA REUE ooo 
fom F(x’, 三 门 。 ` {8. 7 .B) 


算 子 工 作用 到 西数 SM SHE, 空间 中 每 个 函数 都 以 x 为 
半期 越过 蕊 胞 OQ， 更 明确 地 说 ， 假 定 OO ER 个 平面 表面 组 
成 , 且 

| J =f (r+1) i—1, 

其 中 1 WER EAL 点 到 站 对立 表 加 上 对 应 的 点 的 
HELA 8.7,1)， 关 于 函数 了 的 边界 条 他 可 用 公式 表示 ， 如 
果 r 是 80 上 第 1 个 面 上 的 点 ， 那 么 Fort, REAM Bb 
的 对 应 点 , 且 


f@)-f@), TE, (8.7.6) 

可 以 诈 明 , LAAT LA 
E*f(z) NA HV VY, (8.7.7) 
县 Eee tM} 0, (8.7.8) 





284+ 


接 下 来 , RNE(S.7. ORES n=l, WRB 
0= Lf VO) VF", o"), (8.7.9) 
为 了 使 解 fa 存在 , DATA — TP ARE, 这 个 条 件 可 这 样 来 
获得 ， 对 方程 3.7.9) 两 边 同 乘 以 因子 4, MERRER 
积分 ,根据 (8.7.8) 式 , 就 可 得 到 条 件 


0= -| oY, 6-0, Par | VWE, o) V g dt 
-AVE (T, off) -f 5 n(r)e*d'r, 
a 


BERASE, BLN, 这 个 可 解 条 件 自动 满足 . 
因此 ,方程 (8.7.9) 的 解 为 ; a 
ftv VR, o"), (8.7.10) 
其 中 纯 量 算 子 五 开 为 工 的 伪 道 算 子 ， 其 定义 如 下 : 对 于 满足 
om | oa 
的 局 期 函数 了 (?), LATE, ALO 是 方程 
nf) =f 
的 唯一 解 , 它 满足 
0 一 | war fate, 
卡 面 ,我 们 在 (8,7.3) 式 中 令 一 2 并 应 用 可 解 条 件 , 可 得 
oF eH ratr} 


Bo" Ue 
Aa SS 
HAVE KVA] dr} Vel, (8.7 11) 
gS At, HA Bh ne A 
f e 2AT Lip) eit = | ppr, 
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从 而 , 方程 (8.7; 卫 ) 就 可 简化 为 


Sr Ve .MY (8.7.12) 


其 中 , 定常 扩散 张 量 定义 为 
| Le FOIA (VG) LTB) a 
fe :a 


如 果 引 进 5 的 每, 8.7 DARAS.7.2RURS.7. ARE 
ia: . 


(8.7.18) 





at, 6) =F(8,, 80), 
从 而 (8.7.12) 式 便 产生 





| 经 0 Ma, O BTA) 
TOD LAR 
p(X, A =e My (x, t) (8.7.15) 
其 中 
w(x, =at x, 2 oy efit}, = (8.7.18) 
由 方程 (8.7.14), ule, DRE FIRE 
pS AV DV, (8.7.17) 
其 中 ， 
D=vil, (8.7.18) 


方程 (8.7.15) 表 明 ， 斯 莫 路 苏 斯 基 方 程 的 解 p(X, & DME E 
带 有 初始 条 件 
,ON (8.7.19) 
的 纯 扩 散 方程 (8.7.17) 的 解 近似 地 天 示 出 米 ， 在 周期 势 场 内 ， 
[ 注 ] 原文 为 at o) =P (ar, Fo), BR— EAE 
22356: 





扩散 方程 ( 即 斯 莫 路 苏 斯 基 方 程 ) 的 解 通 过 没有 任何 力 场 的 所 散 
Ey FRE FAS ARSE ALLS Aas BAS EA e, 

作为 校 验 , 从 方程 (8.7.13) 可 看 出 , 4) O-0 Bt M= aI, 这 
样 就 有 卫 一 ?39 一 好 /raI、 因 此 , 对 于 P=, AHHH 
路 苏 斯 基 - 训 拉美 方程 G.T.N 就 可 化 为 2 所 满足 的 震 始 的 斯 
莫 路 苏 斯 基 - 克 拉美 方程 46.1,38). 当然 ,由 (6.1.30) 式 可 看 出 ， 
LAR HH KEE u Hp AA. 

最 后 ， 我 们 注意 到 ， 还 没有 从 (6.1.39) 式 推出 初始 条 件 
【8.7.19) 或 ， 但 如 前 而 一 样 ， 我 们 可 以 厦 上 出 它 可 人 慌 勇 于 对 
{6 工 ,站 ) 式 和 (从 江 ,29) 式 的 初始 层 分 析 而 导出 : 

接 下 来 , 我 们 来 分 析 (5.7.13) 式 、(8.7.17) 式 以 及 (8.7.18) 
式 关 于 大 激活 能 的 结果 , 即 假定 

E00/s), 

于 是 ,如 在 (6.1.12) 式 中 一 样 , 令 


bn by, (8.7.20) 
因而 ,8.7.18) 式 和 (8,9. 信 式 就 变 成 
È eA (1/8) (9p) WJ 


Mais 7 87 27} 

f ear J 

Hh ERRA OO 的 周期 函数 , 且 它 可 由 方程 
1A, OF — (7,.6-V,) -V6 (8.7.22) 


KEL HKLM IESE P, AG G.7. 2D sta 
WAM, He, 先 对 通过 一 个 晶 胞 的 周期 性 边界 条 件 求 出 问题 
(8.7.23) 的 解 . 以 下 使 用 的 方法 称 为 丐 配 渐 近 法 ， 外 层 解 ( 即 简 
化 方程 的 解 ), 亦 就 是 方程 
~ (Vp VDE = Vh 
257-3 


sh ` 于 :一 一 人 二 常数 ， 
为 了 满足 周期 性 条 人 性, 加 上 边界 屋 Y, 使 得 

F~ P+. 
EARO 附近 ， 我 们 引入 局 部 举 标 ， 令 y 一 沿 90 的 法 向 划 边 
' 界 的 距离 ,x'~80 ELMAR. ARR, yP, HHE 
. 80 上 及 附近 有 王 列 方程 组 : 


oF, -1/ 2 
-0 HD), =0(D. 


在 60. 附近 的 局 部 坐标 中 ， or WERT KA 
(8.7.22), BI 


n- oe fe 28s oy Ae, Ab, Ts 


一 0. - (8. 7.23) 
RE, Ax’, PAR T/A 项 的 二 阶 算 子 ， 在 边界 4 一 0 上 ， 
Wi —Ob/av We, TER ERMA), 一 96/8v WEE. 
id 09 /Ov =ybs(%) + O(Y"), (D> 0, HRA 


d(x") -去 ob 


aye? 
从 而 方程 (8.7.28) 就 可 写成 


nT + vn) 


TRA, DY hl, :Vy 
o 1 -0. (8.7.24) 
HE LSA MEER yoni ， 则 方程 (8.7.24) 就 变 成 


ae fi oF, 
aa tix) = HVARA, VA SA 


+balx’, VAN) Vr Fa 
= D, i 














当 入 很 小 时 , RATT VTA’, VEP, AH 
a(x’) = by(x’, 0) . 

来 代替 b(a, An), R ba) OO 中 竺 征 方向 上 的 微分 ,而 

特征 方向 是 由 BO PANE 


二 = =V) 
MER. 410, wv. AFRIKEN v HUE 
= + bax) tba) ‘V0 (8.7.25) 
的 解 ， 相 应 条 性 为 ; 24 noo 时 ， 
wia, 4)-20, 
H-x+Picx, OHARA, Mili 
Ww —~x+ Pix, y/ VAIL), 
itab, 4 O<y<y if, A Eel, 4y>2y M, ACY) 0, 对 
某 个 >0， 通 过 分 部 积分 ,项 一 x"V$/% 与 AI 一 起 消去 ,对 其 
余 积 分 的 主要 贡献 来 自 80 的 邻 域内 , 特别 是 来 自 玫 的 鞍点 的 邻 
域内 。 在 这 种 鞍点 上 , 便 如 说 在 上 , (8.7.24) 式 中 的 项 
bax) +8, 
HU, AERO AL 上 确定 Vo’, ORM. Æ 
于 这 种 对 点 ,方程 (8.7 .24) 便 具有 这 样 的 形式 ; 











满足 边界 条 件 的 解 由 下 给 出 ， 


By? x; ge m/e 
Tix’, MES oa 人 :xt dg, 
将 (8,7.31) 式 中 分 子 上 的 积分 围 鞍点 轩 ，…， z, RI, ARR 
上 的 积分 团 且 的 极 小 值 点 展开 , 假定 

min $ ~$(0) 一 0， 


*Rob Ss 


得 到 
7 2 va. 
Mui errog ZE a) Jaage, 


(8.7, 26) 








其 中 H(z) = dot ase (z), G, j=1, 2) 
它 是 有 在 20 上 的 汉 赛 值 ,而 
HO —det ere) li, j=1, 2) 
APEAX=-OSM REE. MAAA P= mp RK, 则 我 们 在 
(8.7.26) 式 中 得 到 一 个 附加 因子 me, PRK, 
D=(1/8)M, 
i 
了 ,一 
in 








Er OZ Ss) E O 
| Eas (8.7.27) 
其 中 , a WR RR RR ME, UD 
Bom, 
公式 (3.327) 与 公式 (8.9.09 是 等 同 的 . 
习题 8.7.1 


在 _- 维 情 见 下 重 策 第 8.7 节 中 的 计算 ， AM TRAE, HEN 
结果 同 (8.9.27) 式 进行 比较 io， 








FE, Biase HE Sh EK- 受 因 斯 坦 公式 (参看 第 8. 24). 
ABTHAD, GARENTA HARA E W fE H AT 
通过 晶体 的 运动 而 起 引 的 ， 因 向， 我 们 可 以 假定 电量 为 了 的 离 
子 在 一 势 场 中 运动 ， 在 简化 的 一 维 模型 中 ， 出 现在 斯 莫 路 苏 斯 
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基 方 程 中 的 势 Oh Pp RAs 
mP(a) = — gEot oF sinos, A<a2<T (8.7.28) 

且 H lel BY, Boo, E 
(9.8.7.2). H, H pa 
BTR i 85 p OBR E 
W, REDE RR ay 
i, 

ER A P R A i n 
下 ,， 隐 于 总 点 的 粒子 不 能 
ea BS, 所 以 , 仅 在 一 个 
外 部 电场 召 作 用 下 是 不 8.7.2 
能 引起 导电 的 ,除非 这 个 外 部 电场 很 强 ， 不 过 , 离子 导电 人 性 即使 
对 于 一 个 很 弱 的 电场 还 是 能 够 被 察觉 的 ， 因而 ， 我 们 可 以 认为 
离子 的 导电 性 主要 是 由 扩散 引起 的 . RIERA EM Rae 
S PRWEB Q=O(P)-O(R), CAT ATM S BHF 
Ri PRR Q'=-O(R)-O(S), HY, BTM BBs 
是 从 点 五 到 点 总 ATHEBAW BSE, 我 们 先 来 计算 从 五 
WE S AB =i han, HER 


三 
o~| | (8.7.29) 


中 运用 之 ， SoH = OCS) -PRES S AUB AGT. 注 
BBV A 











VQ Qe. (8.7.80) 
现在 , 当 电 流 流向 右边 时 , 其 值 为 
ing 24, | (8.7.31) 
Tr 


而 当 电 流 访 向 左边 时 ,其 值 为 


+ 24i. 


isa St, l -(8.7,32) 
KP, te M7 SHRM BSA QA 所 需要 的 平均 时 间 ，0 . 
表示 离子 的 浓度 。 我 们 可 看 到 ta, HPM ENET $ k 
PREE. Al, 由 (8.6.1) 式 ,有 


or molt 8.7.33) 
T 22 oe ee G „iar j 
* SOR) DP) , C ) 


类 似 地 ,有 


t= 2x rat A 8.7.84) 
mg S) (oP) | 8 C 
于 是 ,将 (8.7.30) ~(8.7.33) 式 运用 到 (8.7.27) 式 中 ,得 到 
omy eu YOO 加 "Œ e nma- maT), 
, (8.7.85) 
这 里 ， 我 们 用 到 了 这 样 一 个 事实 ， 即 
D" (S) =0" (8), 
BH S.7.28) AGH. (8.7.28) RARE 
VEO Py = SEL EE E 
(8.7.36): 
然后 , 将 (8.7.80) 式 和 (8. 7.86) 式 运用 到 (8.7.35) 式 中 ， 得 到 


ga 8, CuK. J-E PEJ 0 tAE), 





on dam 
(8.7.8) 
pug- -E «i 
wok ? 
那么 (8.7.37) 式 中 关于 参数 A 的 渐 近 展开 式 中 的 首 项 为 
c= orak oa/ (8.7.38) 
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EH, H=2Kq 
为 E=0 


Bom AOE. BTL FE 8.7.1, 数值 one 
是 品 体 中 原子 迁移 的 一 维护 散 系数 . 所 以 , (8.7 DRNEA 

oon SGP, (8.7.39) 
SF AF AD ASC ARB i- 受 四 斯 过 的 导出 来 
的 ,由 于 (8.7.87) 式 对 于 小 数 -区 可 化 为 (8.7.39) 式 ， 因 而 ， 


公式 (8.7.81) 为 纳 因 斯 特 - 爱 因 斯 时 公式 的 推广 ， 在 非 各 向 问 
HEBA, Do (Dub SO AGM, MERR o= o) ARS 
张 时 





r= VI ele Cleme: (vi Fosta- 二 -7 计 


xexp ( z 


习题 8.7.3 | 
REA T AT BSE ow 的 纳 刀 斯 特 - 爱 因 斯 姐 的 推广 公 


a- e 





第 九 章 滤波 理论 
9.1 引言 


杰 许 多 工程 问题 中 会 出 现下 询 的 情况 ， 即 一 个 确定 信号 或 
随机 信号 通过 噪声 信道 发 送出 米 ， 从 噪声 量 测 骨 度 对 发 送出 来 
的 信号 要 进行 预 居 或 滤波 。 例 如 , 一 个 未 知 常 值 频 率 信号 通过 
无 线 电 发 送 并 传播 出 去 ， 而 在 接 妆 到 的 信号 中 往往 摊 有 许多 外 
MERE, HOSS ESP, 发 射 机 和 接收 机 内 部 的 固有 了 吧 声 等 等 ， 
例如 话音 的 传播 过 程 就 是 这 样 的 情况 ， 扬 声 器 的 声音 每 秒 钟 进 
行 5,000 次 采样 ,而 在 1/5000 Pb ity ry BRP SAR Ee A 
SS RAR HG EA), SPE SPARE AG Be Te] BR HP  S 
WME, Ke ANS MA STS SO ee 
者 是 音乐 ,那么 这 种 信和 号 就 不 能 被 认为 是 确定 的 信号 , 于 是 这 种 
信号 便 移 成 了 随机 模型 ， 在 一 般 情况 下 , 信和 号 在 发 射 前 要 经 过 
调制 [例如 调幅 (AM) 或 调频 CFM)]， 图 9.1.1 SRR 
的 一 种 简单 模型 ， 

_ 随机 信号 oC) OARS R 的 岂 扑 ) 经 过 称 为 调制 的 
无 记忆 非 线 性 变换 ， 这 禅 所 发 射 的 信号 为 调制 信号 CO, À. 
然而 , 调制 信号 CO, D 会 受 附 加 的 噪声 ”全 的 干扰 ,于 是 










nt) = Wie 
(xt, P) 
al fx) rap 


图 LLL 





接收 到 的 信号 "(0 Ree SoC), D- RI Ky ie A 
w(t) 两 部 分 组 成 , Bp 

rle) =g æL, Hn. 
调频 发 射 就 是 调制 的 个 合子 ， 在 声 频 范围 内 ， 也 就 是 说 在 16 
Hz 至 8,000 Hz 范围 内 , TERZE RHEES ce) BAD 
大 , 并且 加 上 一 高 频 载波 , TS ot) 转换 为 


(8) > oot+ of Ge) ds, 
然后 ,对 它 用 O sin (+) 进行 变换 , 便 得 
gia), FE=0 sin( ota | vs(s) ds), 
其 中 心 为 发 射 强度 , d KABA, oo 为 高 频 载 波 ( 它 在 MBs 范 
HRA). Hin, MEO == BR 我 们 可 以 看 到 
ga, H =Osin (cot dy ao), 
因此 ,ez 人 确实 对 频率 coo 进行 了 调制 . 
”作为 这 方面 内 容 的 基础 教科 书 可 参考 [88] ，[881，[601 和 


(84), 关于 调频 理论 和 锁 相 环 路 理论 可 在 文献 [93], L60], i84], 
E87), [6] 以 及 [8] 等 中 找到 . 


9.2 信号 模型 


在 通信 理论 中 ， 通 常用 随机 过 程 z(t) 作为 信号 (例如 话音 
或 音乐 ) 的 模型 . 更 确切 地 说 ,输送 到 调制 其 内 的 电压 是 随 入 过 
E oft), RTE 
Pio <br, ++, aa) < Bs) 
为 存 时 间 cita HRS ETA RE A 9 B E A A AS SER 
a(t) <b(d—1. 2, … 2) 的 概率 ， 通 常 , RA BR olt) 是 平 
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稳 的 高 斯 过 程 ， 此 外 , 遥 常 还 假定 有 一 个 项 率 谱 函 数 S0), W 
FRE: 

Saco) -全 如 果 lal <k, 
Tlo, 其 他， .，. 
其 中 , 0 利 不 均 是 常数 ， 比 时 功率 谱 密度 函数 定义 为 


8,(@) = 人 ey (t+ 8) w(t) ds, 


它 岩 示 当 靳 率 为 时 信号 #0) 的 功率 输出 , 我 们 今后 将 假定 入 
Be(O2—-ME BY ELN AMS BR olol) et HK 
六] ， 常 数 天 表示 信息 的 带宽 ， 假 设 (9.2,1) 式 意味 着 对 e, 
只 要 它 的 频率 在 频带 域 [ol < 天 内 便 具有 相同 的 功率 输出 ， 央 
By BA Bi AR HERDER, aot A 
maps wl), A 


(9.2.1) 


Reol, =o raon, 
PAH Ew(t)w(t+s) = &(s), 
RE FARES oh Ao K, . MAWARAK 
看 这 是 没有 意义 的 ， HTHRO.2.DANME oO 的 实现 作 
为 随机 微分 方程 的 解 还 是 未 知 的 ， 所 以 我 们 作 如 下 讨论 ， 遵循 
范 , 曲 黎 斯 (Yan Trees)1970 ÆW fE R riid, $ at y E E 
(Butterworth) ii BE 

Slo) -pisn (a, (9.2.9) 
BR, 4 -co it, Sala) Si(o), RAHO.2. 2) 式 给 出 的 功 
来 谐 密度 西数 Sal AIL aCe) ATLL Ey OF A E 
AAT RRR RRR, > 
H Go) V Zalen Ganj] Prt 7) 
. He-tD 





二 


Ep, G EEE Roo<0 上 一 1 的 3w ki BARANE 
Lyt) =G), (9.2.8) 
HEERE (9.2.2). P 


f Lan (He t= HOA, 
起 (8 一 人 AOLA 
方程 只 .2.3) 等 价 于 盆 芯 随机 微分 方程 组 


dx, (i) = Anxa ldi tB dw, . (9.2.4) 
其 中 x, (2) = EROF Talt), z ggd CD, 
BARRE, A NHR, 


习题 9.2.1 
. 写 出 方程 (9.3 .信和 对 .2.4) 当 nal 和 w=2 时 的 形式 ， 


通常 ， 一 个 具有 有 理 耳 数 的 功率 谱 密 度 说 数 Sl) 的 平稳 
纯 量 高 斯 过 程 eC) T TURRA MAMANMI KERNA, 如 
果 当 [u] Rf, Slo) 0, EREA: 7 
a 4) + aga PCY tv yn) 
m pw (EE yg P(t) For bh y(t), 
(9.2.5) 
其 中 , o Ay: RA, HR NR PE 9.2.1 所 示 
(i) De BE EE MY) $B AS My BY OK SE BL, FEA 







Vs yg ST? Ye 
一 一 一 一 一 aif} 









stas” bt orm 


图 9.3 ,1 (PELRA) 








图 9.8.82 cw 84) 
da= [— oat) +0441) ] dtt Yr dw, 1<j<m 
(EUG A ME RIE, HP ami) REE) 
ay (2) ao ES PAY SEB 9.2.2 给 出 ， 方 
FA(9.2.4) PARE A, By - | 


-4 1 
; —a 0 1 
A,= : l ，， 和 
. : i ; 
L — on (PE _ 


向 量 Bn RY Ba= [r ta Yanl”, . 
为 了 简单 起 见 , 我 们 假定 ot) 有 一 阶 布 特 旦 史 谱 密度 , 即 
da(t)=—ka+~/ 2k dw, 


9.3 信号 的 调制 和 量 测 
So 在 发 送 前 需 经 过 调制 , 最 常见 的 调制 类 型 是 调幅 
(A&M)， 所 谓 调 旺 即 是 信号 经 过 一 个 线性 变换 ， 
galt), D a(t) VD sin east, CERD 
Hb, o BERRA. KANAA A -E ep ony R 
JEN, w, 其 中 Wo 是 噪声 强度 ， 因 此 , 所 量 测 到 的 信号 yO) 为 


1266 ， 





dy (t> 





xh Baxit Bal tact 


QA TETEE 


LE sin (oot t+hx(d J VIM we ， 
了 


E 9.3.3 
dy(t) = [#() sT sinafidt+/2Nodw, (9.3.2) 
为 了 使 信号 强度 等 于 二 在 (9.3.3) 式 中 选择 了 因子 V3. 图 
9.3.1 为 调幅 传输 不 理 的 简 图 ， 调 制 的 另 一 种 类 型 是 调 相 
(PM), 其 中 信号 经 过 一 非 钱 性 变换 , 即 
gal), D=/2 sin fod +Be@)]. . (9. 3. 3) 
BE Var w(t) =1, 称 有 为 调制 指数 ， apn Ht AEE TE 
dy = v2 sin [eot -+ Ba(t)] dé+ MA dw G. 3. 4 
ce (ULF 9.3.2), ; 
最 后 , 调频 由 下 列 变换 给 定 , 即 


get), D= sin[ cta; | o(s)ds] (9.3.5) 





面 
dy= VF sin | wot tidy |. a(s)ds | di-+ 2N o daw, 
(9.3.6) 
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JING & 


üst 


a 
Sani m Oam EI ORE, 


9.3.3 


xit) 


GLE 9.3.3), > 
a(t} —=o(t) 
四 一 由 | a4(s)ds 
我 们 便 可 得 到 下 面 的 方程 组 ， 
tly = — Em dit s 2k dw 
dita =de dt . 
dy=/2 sin(cot-+2a)dt+/ EN dws, 
其 中 wm 和 ws 为 两 个 独立 的 标准 布朗 运动 。 
通常 ,对 于 通信 系统 , 我 们 有 下 列 模 型 ; 
l axoAxit+Bdw, — | 
dy=g( x(t), Adit No dws, 
图 9.3.4 IE SL ET EN, 
注意 ,如 果 RG) BA WARR yO -n gCx(s), Dds 
是 一 个 高 斯 变量 , 即 


ea, D 
£. 5 





情 导 的 发 生 
疼 9.3.4( 参 站 文献 [B4》 





plil G) ) = =e ™ |- eng he ar |, 


滤波 问题 就 是 构造 一 个 估计 量 CO, 使 得 均 方 误差 
B\a(t)—2@) 1 

最 小 , 其 中 求 期 望 是 对 给 定 观 察 值 y(3) (0st) 时 HARSH 

TREY, 


9.4 RaM ETARA 
最 优 佑 计量 oC) aR a, . 
OE wplelt) =g] yts), Os dp 


= E(x(t) |y, O<s<z), 
WL, Bao) BEAR EO) MAR, 则 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 
EC —2(4) |?=|@G@) EOR [4 e) e] le) ~ ON 


+ 二 a(t) {5 | 
由 于 在 求 给 定 y(s)， 0<s<i 的 条 件 期 望 时 ， TÒ Me) 
常数 , 因此 , 有 


EORR ONE Ozet ~ TO= OHO) HORTO) Ò- =0, 


所 以 O-O "> Be 
BREE pir, t, y, )=pe@®=-ely@), 0<s<i) WEA 
HR (Kushner) 方程 2 . 
dp = Mpdt+ (g(t), D-E), D] 
x [dy— Ey 9(@(), t) dt] f-, (9.4.4) 


其 中 M YH EMER MT, P RRA Poh Y ty 


€2616 


求 期 望 ， 方 程 (9.4.]) 是 一 个 随机 积分 - 司 微 分 方程 ， 我 们 将 运 
用 库 西 内 尔 的 推导 方法 , CECE RRS AeA 
种 推导 ， 为 了 简单 起 见 , Reel) 满足 一 维 蝴 机 微分 方程 由 
贝 叶 斯 法 则 (参看 习题 1 .3. 2, 可 得 
pla, tiy, ¢+At) 
=p(a, tly, t, dy pyle, ty, tpt, t'y, A 
Pyle, t, y, Op@, tly, de 
pla, tly, © exp {—| 4y—g(e, EASAN A 
| pe, tly, exp {—| dy—gCw, DAtl /ANodt}E+OC dds 
(9.4.2) 





于 是 , 消去 一 些 因子 以 后 ,可 得 
(dy, At) = HG, tly, t+ At) 


a, tly, É | | 
oxp 和- Hla, Dat 


T ple, tly, Dep TEDA FEDE 

(8.4.8) 

将 :围绕 dy -0, 4t=0 展开 ,并 注音 到 Edy =o( 4d), HBB 
#(dy, At) =2(0, 0) +24,(0, 0) 4t+2,,(0, Ddy 


+1 Zaya (0, Oj dy*+-0( Me), (9.4.4) 


从 人 .4.3) 式 中 可 看 到 
(0, 0)=1 | 
EFG, H-g (ae, t 
z(0, -AFCO Dred, 


tay(0, 0) = 6% pod a(t), t 


` ` - 
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WR 
AN Stsyyl0, 0) = Ga, È — 2g le, DE, Pel, t) 
+2[B, 90), D1 — Eg wtt), t), 
(9.4.8) 
(9.4. DMA OLOR, 且 用 dy? 的 均值 IN odt 代替 Ay’, 
得 到 


43 dugie, t) __AyEg 0), i) 
(dy, at) tt A “Ne , 
_ Atg(z, DEH, 2 + SE tad) 
1 4 [04E gO), ot &, ) Bagot) O) cag), 
p . 


因而 , (9.4.3) 0 {8 Fl 
pla, tly, t+ dt) — ple, ily, t) : 
~ Kale COE COE ECO 


=dg Holdi), 
Ry S-AR A DB (4.3.2) bh Ty fe HE 
(4.3.1), RT 


pa,ttat|y,t+d6) =|" pa, tdt hei yt, sy ote yt A dy 
mf” la, t+ ilu, plu tly, tA. 
这 已 经 在 第 二 章 中 证 明 过 了 。 对 任 一 检验 函数 p, RIA 
| pple, t+Atly, t+ dt) de 
-全 r@Lr@, tly, t+ Ab) +-Mpat] de+o( dt), 
其 中 M 为 福 克 尔 - 普 朗 训 方 程 中 的 算 子 。 因 而 ， 





pls, it Att'y, E+ AD- ple, ‘ly. Ò = Agla t) + Mpdi+o(4t), 
(9.4.6) 
FEA TARR A, BS dio BGR, RR TA 
内 尔 方程 ， 


习题 9.4.1 


导出 下 列 随机 微分 方 各 组 约 康 西 内 尔 方程. 令 
RH =A (xC, OTB AG, Odwy, (9.4.79 

REKOM A RMR, BAe OP, wa Ree 维 布朗 运动 向 最 并 
满足 

Ewu eu lt = Quds, AO) = {QUO}. 
再 令 dy) ERO, Dattaw,, 4.8). 
其 中 了 和 是 mm 维 向 量 ,Ww; em Eh apa A RE 

Ewa Gwa) =|" Rue)do ROO = {BO}, 


证 明 库 西 内 尔 方程 形式 为 : 
dp= MP LEC, -Eg aH, OE) [ay — Erg (a, Dp, 
l (9.4.9) 
SH 9.4.2 


在 下 面 计算 的 基础 上 , 试 给 出 库 西 内 尔 方程 的 另 一 种 推导 法 $ 
4 galt), 1) dst gO, 有 aa 人 的 





Ls 元 
E Es, an ; ty 
1 PH, Gae a 
FL d =Q dt Qatt = 
和 Ve = (Hye) BSD. 多 t) =Q 


t 上 


LTB 





Q. =O. =9, 


从 而 证 能 =Q) d+ GO De ayt) 
Q . 
运用 P= dax, 得 


ap— faQ) io~ P| (foes) ti- ( [P-o nasjeo | 
— E99, Ay 
No ' 
最 后 证 明 
QP") =M QPL 
+ga, D-E geth 的] E 220), nal 


于 是 就 可 得 到 方程 (8 4 DAIS 





9.5 档 计 方程 ,线性 理论 和 调幅 传输 


”由 亩 西 内 尔 方程 ， 我 们 就 可 很 容易 地 得 到 关于 最 优 信守 
RO 的 随机 微分 方程 ， 此 外 ， 关 于 函数 X() 的 条 性 期 望 的 仇 
蒋 公 式 的 类 似 方程 可 由 岸 西 内 尔 方程 推导 出 来 ， 事 实 上 ， 设 
p(x) 是 式 的 一 个 充分 光 清丽 数 ; 则 


aByp(x(0)) = | p(x) (dp) dx—[| p(s) pdx] ae 


+ fo [gc )-Be®, D 
x [dy —Hye(x(), dt] pdx, (9.5.1) 
id Eyp aD =A ah A 人 O47 R~(9.4.9) RUR 
(9.5.1) 式 得 到 pe 
— 
dp Tp? Ras + 为 ou = moa dtt Toe - $8)" R7O) 
x {dy G) -Bdt], ; (9.8.2) 


e235 ¢ 





Hh oo BAB"! 分 o(x)mn, RUMBA FC) 的 随 


BLD ATE: 
dal = A(x(t), i) dt ea TR- H [dy — Bde], 
(9.5.3) 
令 VO -KDED -RY 
=x (xP) -OLA 
我 们 便 有 
dV =a XORTA RNO), (9.5.4) 


取 p(X) = ary RA G.5. DR GS 
A T - 
dist) = Le; Aly +A w+] dé 
+ oR — sR- 1) [dy g] dé, 
(9.5.5) 
HATO 是 随机 微分 方程 (9.5.3) 的 解 ， 所 以 由 伊 划 公 式 可 得 
到 | 
AA A'LA A a 个, A a. 人 A 
dR) = tdt Bt ag tE] R [eg 一 de, 
(9.5.6) 
因而 , HW (9.6.4)~ (9.5.6), 有 . 
No an N a 
dV y= taps BA; + 9 A— ae 十 Eu 


-G g- 2ER) [eg il} dt 
A 
+ [eicE 一 xz 从 一 ~ 208 — PUB 


HERRIRA yO- OBT 
方程 (9.5.3) 称 为 处 理 方程, 而 方程 (9.5,.7) 称 为 方差 方程 , 
对 于 线性 情况 , 方差 方程 变 成 常 微 分 方程 , 因为 在 (9.4.7) 


-+ 





式 中 令 
dy = MO x di+dws, 
FEOS. Hee 
AY oe AOVO+VAH +BOQAOBE) 
VOM GQ) BR MVG), (9.5.8) 
其 中 , AG, D-AGx, B(x, )=-BO)x, Me Hee 
dD = AOR d+ VOM ORE) Lay) 
-MORO dt]. . (9.5.9) 
i pe W (6) PORE T HA (9.5.8)s8 (9.5. 9) RHEE HY 滤波 
器 的 增益 ( 见 图 9.5.1， 这 种 滤波 器 是 由 卡尔 曼 和 布 西 (Bucy) 
发 现 的 ,所 以 称 这 种 滤波 器 为 卡尔 受 - 布 西港 波 器 . ,矩阵 
Ki) =V()M7()R7 E) 
靳 为 卡尔 辟 增 益 ， 由 于 它 与 观察 值 了 (8) 无 关 , 因而 可 预先 作出 
估算 . 
图 9.5.1 EE 9.3.4 中 方 框 是 类 似 的 . 


. 习题 9.5.4 
证 明 非 线性 黎 卡 坦 (Rieeai) 方 程 人 ,6.8) 等 价 于 线性 系统 
T a ATG) 二 其 ri) 有 -3 的 三 (0 至 





9.5.2 -FRE h HEW i 
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ay $2 = BUAOB'U)R+AG)Y 


xX Go =f, Tito)= V(t) 
VHS= YK, 


习题 9.5.2 

AB ESE BT BS 10 SAH, 
‘y= edt ey BE den 
一 下 人 十 2Nq ates 


O 写 出 处 理 方 程 和 方差 方程 ; 并 解 之 ， RELA. 观察 和 卡尔 
BRATS, EAALTEWRSMRME TARAS, 





我 们 通常 借助 于 线性 理论 来 构造 洞 旺 传输 的 E a- a 
a 对 于 调幅 信号 , HE (9.8.12) 8, A o 
dam — br dtt s OR dws (9.5.10) 
dy= ch) fo gin ciot dt + vy 2N o damy) (8.5,11) 
图 9.5.2 表 示 a(t) 的 实现 . 


of th rit 


dw = ”方差 方 释 给 定 为 
p 2AT -IN -V sin oo 
图 9.5.2 hse No ” 
Bins 9.5.12) 
因为 sin? oof -40 — cos Dot), 


BEU co ot SAS TA A EOAR, DEEE T OA 
RAR, PLLA REN, 


Pw- 1) ~ (9.5.13) 
Fr#A (9.5.12) SCH 9.5.8 AR, 
处 理 方 程 如 下 给 出 ， 
= 255 « 








dy 一 + | | 
-2 omi |. ru 
和 
SE sinue t - 


9.5.4 





då- kdi LÈ S sin aot Idy (0 VŽ sin odt) 
. ¢ 


(9.5.14) 


利用 方程 但 .5.18) 的 长 态 解 , BA 
y= -1+ IA = 2 
A/2 . l+ l+ 


REGO, Hh A-L/ENo, 它 表示 在 带宽 中 所 测量 到 的 信 噪 
tt (ENR), 228% (9.5.14) sR BAYT SCE) cos 2t (ÈE Æ M sin” conf 
变换 而 来 ), 我 们 就 有 简化 前 处 理 方程 
då ki + F [Dan dy EG) , 
(9.5.15) 
方程 (49.5.15) 的 实现 由 图 9.5.4 ER. 


习题 9.5.3 


构 直 一 个 最 优 柄 帆 接 收 攻 整 个 疾 现 的 方 柜 图 
* 


9.6 非 线性 滤波 .调频 传输 


在 非 线 性 的 情况 下 ， 一 般 来 说 处 理 方程 和 方差 方程 都 是 非 
线性 的 随机 微分 方程 ， 并 且 要 对 它们 进行 积分 往往 是 比较 困难 
的 。 因 此， 就 有 必要 提出 一 种 近似 方法 ， 于 是， 我 们 假定 有 
a(t), RBS 2G)—20) 很 小 , RITKO.5. DAP ICO), 
i) EF AO 展开 为 泰勒 级 数 。 为 简单 起 见 , 就 以 一 - 维 的 情况 进 
行 讨论 ， 于 是 , 可 得 

dEl = 一 [kE A 一 下 [人 [全 ~ 20D] 1 de we 
HELECO -EME 8) 
+D ~2)) g(a), D Hel 
x {dy— E,[gie), H+ vt) 
-E gE, DHT ANo! 
= —he(t)+9.(e@), DEH- 
x [dy—g{a(t), Ha ONO +, 
(9.6.1) 


由 于 GO), 关于 HB, RH, COOLA VO 


-人 
[e-a], 并 在 方差 方程 中 利用 同样 的 步 英 , 便 得 
IV OFF Dd AV gal E, À 
x [Lay ~— gle, DUON, 
(9.6.2) 

Ha") 和 ”分别 y mg T Re BY MW RA 9.6.1) RA 
(9.6.2) 式 的 解 ,并且 假定 初始 条 件 为 | 

rO) = Bo ~ | ape, Oly, Ode, 


» 260+ 


th ERS 


其 中 , pla, Oly, O 是 zo 的 先 验 密度 [ 即 取 ao HPA AE 
A 召 怠 一 1); 我 们 同样 取 严 (0) —Vom Bah =1, 2° (2) KER 
是 我 们 将 得 几 到 的 (6 KUT. a 
高 阶 项 前 方程 (9.6. 卫 称 为 近似 的 处 理 方程 , 而 不 合 有 高 阶 项 的 
方程 (9.6.2) 称 为 近似 的 方差 方程 注意 到 如 果 %( 朋 和 Yt 六 两 
者 均 满 足 线性 方程 ， 那 么 方程 (9.6.1) 和 (9.6.2) 就 是 精确 的 处 
理 方 程 和 精确 的 方差 方程 ， 

接 下 来 , 我 们 考 虚 调 相 (CPN) 的 情况 . 状态 方程 给 定 为 
da=—~kadt+/2k dw, (9.6.8) 
dym>/Zsin(eoi+Pult))di+/ ON, dws, (9.6.4) 

令 cogt + AoA =O(E), oof t+ Aa") = PO, FRAT 
近似 方差 方程 , 其 形式 为 


"~ —2k(V*— D-E neant- ys hn 





-ET sing (9.6.5) 
0 
由 于 aing*sing= t g [eos 地 一 DoF +008 O40) 
和 10+ dont BoC a" OIP 


于 是 , 低 通 滤波 器 将 消除 高 频 项 oig" 及 cos (0+ 8"). 这 样 , 方 
程 (9.6,5) 可 简化 为 


Y= —2k(V"- 1 -£ 





* (eos (00°) +14. Notoasing]., 
(3.6.6) 
ME I ROU NB BER. FRR 
中 ， 我 们 用 工 来 代替 cos (一 外)， 并 县 由 于 对 任何 s>0, 4 No 
0 时 ,有 
POU VW ù| >8)>0, 


*261+ 











Bred, 我们 可 略 去 人 .6.6) 式 中 的 最 后 一 项 ， 于 是 得 独 简 化 后 的 
方程 : 


Pt —2h(7*— D- £Y 
tetas ý*=0 情况 下 ， ER 





+v oer: 7am 
从 汉 方程 如 下 给 定 . 


. Pan pdit BV "cos (md 十 Bor Dy : 
Ne ` 

SB 9.6.1 | 

BAG PR FS A. | 


9.7 调频 传输 和 证 渍 相 环 路 中 的 跳 周 现象 
调频 传输 中 所 量 测 到 的 信号 由 下 式 给 出 : 
dy= VF sin| TETAN n(s)ds [ut ~ AN; dws 


其 中 u(t) =f 2(s)ds, 
Be ct) WEE 
da(t) = —ka(t) dt-+ RE dun, 
于 是 有 下 列 方程 组 , | ms 
delt) = —kadt+/ 2k dw e (9.7.1) 
du= z dt (9.7.2) 


dy= v2 sin [wot du] d+ v 22Na dwa, (9.7.8) 
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4 u(t) = tolt), ma (2) =a(8), 


Xo 0 1 0 
oE) aE AJ o} 


方程 人 498.7 .二 和 和 (9.7 .多 就 可 写成 
dX = AX di+ Dow, (9.7.4) 
在 实际 情况 中 , CHA LA SR, 其 中 有 些 是 以 所 
ia BH (PLL) 为 基础 的 ， 关于 锁 相 环 路 理论 已 在 文献 [60] 
利 旬 3] 中 作 了 广泛 的 讨论 . | 
Af ] 所 讨论 的 是 包含 锁 相 环 路 解 调 器 的 一 个 调频 接收 器 ， 
图 9.7 江 便 是 锁 相 环 路 的 简单 未 意图. 


f2Nont)) eft sinwe! tO Ct) te 





图 9:?.1 BAB EER 

SRBE- HEZE, 它 广泛 使 用 于 通信 、 aa 般 
达 等 系统 . 以 下 我 们 将 进一步 研究 锁 相 下 路 的 作用 ， we 
的 ( 准 ) 最 优 结构 以 及 接收 误差 : 

BEAM MINES g+ v No nt) 含有 外 me s IN, 
u(t) (FETA BERS PT A AT 

我 们 知道 (参看 习题 3.4.9) nt) 能 够 表达 为 

n(t) =a! 2 (ax (E) sim aig +94) Cos anne), 

Sop, mÒ Had) BASH, 参数 No 为 噪声 强 
度 ， 凑 且 称 1 No WARI (SNR), HACHEM RDO A 
余 纱 波 , 它 的 频率 由 输入 电压 e) 控制 , 即 
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A (t)= 2 E4008 [ent + AO], 
BH 6()—Kie). HM K.G=1, 2, 3) 表示 增益 ,符号 © 
RHEE g+ SON, oft) RUA, HARAY 
[y+ 2, nO HO 
一 当天 sf ain CAOR AEDI. 
-~ BV o mA) sin G0) 
+ BN walt) cos0a(t) 
tsin [Zot +03 (2) p] 
v 2N o m(t) sin Dowo + 9s C)] 
+/ BN 5 nalEcos [2t + balt) Ii. - 
由 于 性 通 滤波 器 五 抑制 高 频 项 ， WESABE MC EO 
BETAH 
elt) = KK, F(s) {sin P (O-A ENT milt) sin Ho) 
Tv 2No nalt) cosfa(t}}, 
其 中 F(s) 是 一 个 线性 算 子 , 它 表 示 线 性 滤波 器 F RUY O E 
9.7.2), 项 下 





ga’ (E) = — a lA imn Aa lE) Hri CE) 00895 (2) 

仍然 者 示 一 个 白 噪 声 ， 图 8.? .3 是 锁 丰 环 ERE BE 
K=~KiK Ky, Wik F(s) 可 采用 各 种 方法 进行 选择 ， 例 如 ， 
EFO 一 1 且 alt)<-o-o- BMA. MA, + eQ)= 


wep 





HLTA HEARS ABEL 


« ABs 


O18) ~ Fo (t), ERER Oot, fam Kalt). WBA 
p =Å) ~ Kee(t) =6,) —K inp- Kn (d) 
或 P= —wo— K sin p— Kn’), 
PIE w = wo 且 环 路 中 没有 噪声 ， 那么 就 可 得 到 关于 相位 误差 多 
的 常 微分 方程 . . 
p- -K sing, 
方程 的 临界 点 是 i 
toa panë (n=O, +1, £2, +), 
A p= (Batia BR BEE, TT p= Qn 是 稳定 平衡 点 . 
因此 , 环 路 锁定 在 租 当 的 相位 .mod mY E, rp EADE 
RH elf) = 9=0, 
ARRERA RE R, 在 这 种 情况 下 得 到 方程 “ 
g-=—K sing—Kn'(t) 

二 

dp= — Kein pdt— SBN, dw, (9.7.5) 
其 中 2N, ARR, Wee pG) 在 一 有 限时 间 内 
离开 给 定 的 平衡 状态 ， 比如 离开 wp 一 0 状态 ， 更 具体 地 说 ， 如 果 
噪声 强度 很 小 (SNR 交 上 ,这 种 做 况 在 通信 系统 中 是 常见 的 , 解 
p(t) 将 在 平衡 状态 (而 9 一 由 附近 停留 一 饥 很 长 的 时 间 , 然后 进 
入 pp 二 2m 的 邻近 状态 ， 接 着 ， 它 又 在 新 的 稳定 状态 附近 停留 很 
长 一 舱 时 间 ， 当 这 样 的 转移 发 生 时 ,我 们 就 说 环 略 有 朱 锁 现象 ， 
REI CORT — TAW. BERR Se RE 
BAR FREE, CAS PAR BK SB EA i AT H 
ARTERE, MAARE- HFA SAE, 例如 ， 
AE BAW ST RES SA, 因此 , 尤其 从 环 
BEAU PEE RAL A, FREE DRI LE TP BY A SS 
至 关 重 要 的 。 这 个 问题 与 离 出 问题 ,或 考 晶体 中 一 维 原 子 迁 称 
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问题 是 相同 的 , 这 个 问题 的 答案 可 在 下 面 的 习题 中 找到 ， 

习题 9.7.1 | ` | 

FE eg FY PE RPE OB TY BL, Sm 
Kese 给 出 ， 写 出 关于 跳 轧 期 望 时 间 的 邓肯 方程 ,并 解 之 8 


观 在 回 天 用 可 能 的 最 优 方 法 选择 滤波 器 (8) 的 间 题 : 对 
方程 组 (8.7 .一 人 7, 及 运用 近似 的 处 理 方 程 和 近似 的 方 卷 方 
A, 可 以 看 到 ,在 这 种 情 阁下 我 们 短 要 考虑 处 理 方程 组 ,所 以 , 辣 
PERS SPARTA, . . 


习题 93.7.2 





证 明 : 如 果 KC) 满足 线性 方程 组 
dx= ACOG) d+ BC) dws 

EYO 满足 非 线性 方程 

dy) =gh Dde v N N, dw, 
其 中 N, 是 wD HSA, PSE OLAS AS A POE UB E 
any 

dk” (e) 一 直人) 本 CO) ESAO (©, DN Edy —g Cx (2), D at] 

和 dV =TAMW OH + VOR) + BOBO at 


. HABA (9.7.8) 和 (9.7.4), RAT RAAE BAR 
PMT. AERO.. SAKE. T. ORES AEA RA 
似 的 方差 方程 分 别 由 下 式 菠 出 : 


dx*(#) = Ax or sagt cos slota] dy. 
l (9.7.8) 








dV*(i) = [avo LVN AP + K 0 ) dt 


ak } | 
_ BSD Mt Uata]. . 
“oN. a | on OO | sin Troet + dju ®©] dy, 


(9.7.7) 


* + 
domno Vo 


其 中 


vee | vo vön | 
LU Via 
(SARII). g ' 
如 调 相 情况 一 样 ,我 们 用 glu(), D dtt V ENG dws 代替 
dy, 并 且 略 去 高 阶 项 《外 莽 作 用 ), 便 得 到 方差 方程 , 其 形式 为 


VaAv+var- (e an E | vig we 


O 2k] 2Ne Leute vi 
方程 的 稳 态 解 为 
Gzppo 一 = ABAT S 
1+~ _ 
QV = 





GaP 
. 1—4p7A 
we IT AA (9-7.8) 
Fit Badk, A=1/kNo. 
由 于 在 大 多 数 实 际 情况 下 pA], Pa A DA 
情况 , RINSE 








4pA72 IEE i 
a Pe OV A (9.7.9 
fo eae N 2A ) 
* 4g > 4-1; . 
hy = ŻE O O o wA 9.7.10 
dv (+V it . + (9.7.10) 
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图 9.7.3 OR ER 


图 9.7.8 为 方程 组 (9.7. 信 和 的 .生态 记 表 示 的 淮 最 优 调 颖 
解 调 器 的 方 框图 ， 我 们 用 2") 作为 #0) 的 环 路 估计 ;从 而 
6,(t) =a(¢)—a"(@) 为 估计 误差 ， WRI) RRA, FOB 
OC) 的 环 路 估计 ， SRA E E p =d(O) OC) 
出 ， 所 以 , 描述 锁 相 环 路 的 方程 组 由 十 式 给 出 ; 


des 一 一 [ kes + wee sin o| de-+-[/ BE den, — sae devs | 





(9.7.11) 





todi. dod? 
E A TE 


(9.7.12) 


- (EEX). BAARO.7.9)MO.7.10),4 
s=2 JB AT, E= B bA 


且 作 时 间 变 换 


v= 


£ 1 
y Y v38 AWS 2 
FE HEBEL IDA) SHAE O.7.1D 和 


(9.7.12 MBAR, 
(9.7.18) 
delt") -sing ) di — da VE (9.7.14) 


其 吊 8 一 (a/18891 dav (8) (LN y) doki Gan, '2), FF 
i (9.7.18) (9.7.14) RR p PRY, Bi, 4 o W 
2r AM IRB AS Se A RA ETE ACS, 由 于 频率 %( 人 与 
ÖRE, ATE O 的 估计 O° 中 Oar 的 误差 会 引产 oo 的 剧烈 变 
4 BORE BA ROT BURY RE A, BA ESR ASHE 
音 会 使 传输 信 码 模糊 不 清 ， 这 种 干扰 频率 的 一 个 自然 的 量度 是 
SEARO fl E, 它 的 计算 是 下 一 节 所 要 讨论 的 内 容 ， 从 
数学 观点 来 看 ; 方程 (9.7.183) 和 (9.7.14) 者 示 了 动态 系统 ， 
£=—sinp—dé 7 (9.7. 15) 


si @.7.18) 


MEDEIA AREE E0, 9 一 2mj(j 一 0， 土 1，…) 有 稳 
定 平衡 点 ， 册 于 系统 (9.7.15) 利 (9.7:16) 的 所 有 当 1->oo 时 而 
保持 有 界 的 解 ;都 收效 于 平衡 点 , 从 而 使 得 起 始 于 一 个 给 定 稳定 
平衡 点 的 阴 引 区 域内 的 轨 线 将 不 进入 另 一 稳定 平衡 点 的 吸引 区 
域 ， 然而 , 即使 一 个 最 轻微 的 确 机 摄 动 在 一 有 限时 间 内 会 引起 
ZR. 所 忆 ， 锁 相 环 路 中 的 味 周 现象 可 在 数学 上 描述 为 由 稳定 
东 统 的 随机 娶 动 所 引起 的 不 稳定 性 ， 更 确切 地 说 ， 解 《E09); 
p(t)) EBSI, Inf =038 pO 附近 停留 一 自 较 长 的 时 间 , 所 

以 ,只 要 轨 线 穿 进 如 一 0 和 g 一 土 2r RIRN RERET 
Shi, WED RR E=0, 8 一 0 的 吸引 区 域 , 那么 , 跳跃 时 间 定 
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Tinf (E(t), e@)) Can}, 


OD AD RRI, 


9.8 锁 相 环 路 中 平均 跳 周 时 间 的 计算 


BINA 6-0 fi p=0 HRI KM DURCH WH OD 
的 描述 车 和 手 ， 诸 吸引 点 均 位 于 g 轴 上 ， 且 出 鞍点 一 (2% 十 1) 
wim=0, £1, =) ENAR, MARKATA =0 和 pe ta 


` 图 9.8,1 RRD 
dp i—-vVB 
ae. 一 。 


9.8.1), 





.的 辑 线 形成 了 原点 的 吸 副 


Bod D Bs OD ( 见 图 


将 系统 (9: 7.15) 式 和 


， 引 ,7.16) 式 在 =0 和 vp 


一 x RRE, ETA 
到 ,如 果 e 很 小 , 则 5 便 可 
W, TETA HRE 


RR RH (9.7.15) 和 

.9.7.16) 式 的 解 ， 且 有 如 

- . OF ER: FEE mM OM p= 
chow LRE 


对 方程 (49.7 18) 和 (9. 7.14) a, Baie 2 pace BR 
统 从 号 首次 离 出 的 期 望 时 间 ， 其 中 少 按 mod(2m) 来 取 。 ie, 


AEREE 


vlé, p) pfs| &(0) =, p(0) =p} 


是 邓肯 方程 后 .4.5)， 即 方程 


oe FAEERE) 





Ly= e( vtd tt Yay) — Ging +36) 0, 


+(é-sing )u—-1, EDH, 
o-0, ADE (9.8.1) 
的 解 ， 由 于 OTUD, ATRN Eo, 当 e->0 时 ,可 按照 第 


八 章 中 叙述 的 方法 来 构造 浙 近 解 ., 首先 注意 到 , 对 方程 (9.8.1)， 
由 极 大 人 原理, 得 到 如 下 界限 : 








v<O(a)eH"*, 
Hep H ie Me, EL 2-90 itt 
OET CON (9.8.2) 
所 以 , 我们 可 对 。 作 如下 换算 : > 
ol, @) =OCsle*ulé, p); (9.8.8): 


其 中 互 是 一 待定 常数 , OCe) 满足 (9.8.2) A, H maxule, p) 
=t, 这 是 我 们 的 算式 . BRERA DH uE, pY 的 方程 可 以 
如 下 给 出 ， 

Lu~d, 在 D 中 ， . 

u=0, ODE, 

max u= 1, 
因为 在 边界 aD 上 的 »=0, 在 D 中 的 每 个 点 上 当 sD 了 时, v—> 
oo, BLL, Bak ulE, P 在 边界 OD BLE MO RARER Lo 
现在 , 我 们 来 物 造 如 的 边界 层 展开 式 ， By SANDRE 

距离 , EE w' 为 边界 切线 方向 上 的 坐标 , WE OD 附近 的 局 
部 坐标 Co", y) 中 , 方程 (9.8. 1) 给 定 为 
Etty ty bole’ Jut Lyu=0, (9.8.4) 
其 中 , 当 yO 时 | 
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—sin p 
(1 . ) 一 oo 二 DG， 


g -smg 


r 表示 边界 OD HER bO ERRAR 


A sing 
be’, W=11.... hs 
(2 fase)" | 


在 % 一 0 附近 的 泰勒 展开 式 中 首 项 的 系数 ， Tat, HRS @. T 
15) K(9.7 16) RES 9=0), ATH : 


- —sinp “ 
Ge) 
为 边界 OD 的 切 向 ,所 以 ,8(%', 0} =O, .表达 式 Lu OE u hH 
向导 数 和 混合 导数 . Anay/Ve, 我 们 可 得 方程 
um Edo (0! Just Eyu=0, 9. 8. 5) 
当 e0 时 ,Jau HA OB OVE). 边界 条 笠 为 
wv", )—>0, 24 7-20 BE, 
uo’, pl, yee Ey. 7 
为 了 确定 (9 .8. 3) 式 中 的 OCs) BH, RN KAI THA 
方程 
s wet tehi Hoe ) + inp E 去 一 sing )w | 
的 解 we, p), 使 得 wl, 0) =l, Ba, 用 wt, 9) R Q 8. sii 
式 百 分 部 积分 , 便 得  : 
， [omast [nathe 二 wnt was : 
= -fi [oG odgdp, © (9.8.6 
Ho v= (on, oy)? 为 3 的 外 法 向 这 里 我 们 用 到 了 te i 
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OD t v= FA 0.8. DN MUA Dw 0 这 些 事实 ,其 中 站 是 
LIE FT. FO.8. RTA .8. 0) RF, BH 


Cleset’ 中 [urti +$ wow 十 v3) jwds 


=- [fwatay. (9.8.7) 


我 们 更 在 运用 “射线 法 ”来 构造 WCE, p”, eB Ay 
法 对 积分 作 渐 近 计算 "sa， 从 而 获得 TWO), BE wl, 9) 
具有 如 下 形式 : 

WE, p) =e PEPE, p, e), - 9. 8. 3.8) 


gp ~ Sale, pe, (0.8.9) 
VO, )=0, HFE +p AVE, ~)>OUR gl, 9) 
=i, O88) RMO.8.9) LRA G.8.A) RAG TE e 


各 次 等 的 系数 分 别 等 零 , 就 得 到 关于 时 Wo WHR, 
.特别 ,多 满足 非 线 性 方程 


PATT, +d sn yt (se- sing ) Vy =0,. 
(9.8. 10) 


其 中 


而 (9.8.9) 展 式 中 的 首 项 吕 渍 中 i 
CATETE (本 下 到 二 
~—( Wt Voti Yop ) go. (9.8.11) 
方程 (9.8.10) 和 (9.8. DENT FARA CMA ERNA 


分 方程 组 . 
f=2p+¢—sing 


g=ptgty E~n 


p= wk 
P= - 3d 


g=(ptqeosp 
P= py +pq+ + g 
go™ xfw | (9.8.12) 
Sep n= — (Pet Woot 5 Voe—008 9), a 
将 (9.8.8) 式 代入 (9.8.7) 式 中 ,并 比较 8 中 相同 次 塞 的 项 ， 
得 到 
Oe) eg (vt)t rt va) |as 


= 下 errgodE dp, (9.8.18) 


iL REARS REINS TERG. 8.18) 式 中 ， 对 一 重 
积分 的 主要 贡献 来 自 原点 , 因此 ;* 

Jf oF! qa ds dyn AEE, E 8.18 
jen -D 四 woo. 
7- as| g” a 

i Pre Wag #50, od oo 

为 了 计算 的 值 ,运用 PE, p) 关于 原点 的 泰勒 展开 式 ， 可 看 
到 





BE, p) =F Ete Oto) (9.8.15) 
Phd J =1, (0.8.13) AeA RB EBERT ARIE H ADE 
W We /MEN AH, HABLA CE, P) =E Go, po) BAD, W 
£o 和 go 的 值 可 由 (9.8.12) 式 的 数值 积分 求 得 ， 以 下 将 讨论 这 一 
问题 。 (9.8.13) 式 中 关于 绕 Co, po) 的 边界 积分 的 浙 近 展开 
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$, e Fg, [ie (nts $ Pa PEO Jes 
= Vy aT go (Èo; po) [ukr +3") 


1 1 
Pg Hoa | 8.8.18) 


Et, AT 2 JRL E Me ARE FE UR RS BL 
的 不 变性 得 出 的 。 ES, Go) HE A Oe PREU 
F aD hia Lo, po) 之 值 . 【9.8.6) AET uE OER 
(£0, po) AREER: l 

o rar 1 WE gaweya dg 

WE, p) ED f rr war 

Bue DAO Oy/ 
因而 ae (£0, Go) & ee | 
Hp A a’ =0 对 应 点 (Lo, god. EPE 


oe ~ bs 0) By /Op 
op (Eo, po) = — ~zs/ä 








(for ey 





a . pÀ 


我 们 有 
b(@’,y)- le sin povi(to, p) +(5 F008 


je 
. 二 Lei. 
S Bo(0) = - F sin pers (Eo, po) +E Eocospo 
+ Hsin 2°) vao, Po). 


RE nlEn wo 一 直人 -ap 而 mso po) = singe, 所 以 只 
BT (Eo 90), 就 可 计算 出 


二 275 * 








1 1 
=; -~ „yË + 
K =u (v3 z Pa | 十 3 us vo) noe" 


为 了 计算 O'S, po), x PREM s 进行 微分 得 

oi am Egil EY p pet EP (prt ge) 
(ay Fy. 

其 中 ,p 一 owak, 1-88 oo, C o 

aE Test TT my 


TE a sin p 


A 


<7 Vsim p+(E- sing) 7 




















PRT S 的 阜 数 有 类 似 的 表达 式 。 这 样 , 如 果 Bs % Pes Pos Gr 和 
gr 在 点 (Eo, Go) HBR, BA, "Co, vo) 的 值 就 可 求 出 . 
itl P, p3 g, Pes Pes Yes Jo 和 go TE (So, Po) 的 值 以 及 点 (So, po) 都 
可 以 通过 如 下 数值 方法 求 得 ， 展开 式 (9.8.15) 可 用 来 计算 守 
的 值 ， 并 且 在 关于 原点 的 一 个 小 圆周 O .上 还 可 计算 出 它 的 一 阶 
和 二 阶 偏 导数 的 秆 。 这 样 , 方程 9,8.1 蚊 的 初始 条 件 在 加 赔 O 
上 就 被 给 出 ， 取 go(0, 0) 一 1 时, 价 可 在 贺 周 0 上 得 到 gn 的 一 


个 类 似 的 展开 式 ， 对 于 方程 组 他 .8.12) 的 前 四 个 方程 关于 初始 
Bin | 一 a 





cei 原文 为 
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HE E=E° 进行 微分 , HA £88 /A6°, py —00/0E", pi =O p/OE? 
以 及 qi 09/09 SRT BATHE 
£1= 291+ G1 — G1 C08 
P= pitat * P1008p 
-77A 
q={p + 91) 008 p— (p+O)ersing, 
oO 上 和 应 的 初始 条 作为 一 中 pak ea aa ~1, aA 


(BN EDE 
RA Zooo 841 
g Pedi Voor. | {9.8.18) 
p= Pb Veg, -o (9.8.19) 


所 以 ,在 每 条 竺 征 曲线 上 ， 得 到 一 个 区 的 二 阶 偏 导 获 作为 未 
知 量 的 三 个 线性 代数 方程 组 (9.8.17) ~ (9.8.19)， 只 要 措 绘 出 
TARER JAIAK D EP 达到 极 小 的 点 为 p(éo， 
po) (2.1, 22. 人， 这 样 ,将 (9.8.16) RRA (3.8.14) 式 中 ,我 
们 便 可 从 (9.8.19) 式 得 到 


OCE) KE golEo, gale Merve =F ade, 
因而 H =Y CE po) 和 OCs) =20/K goléo, po}, BK 


3 —1/4 
Er |€(0) =0, ON Er OTE a rp 
Eo Po) 414). 
xexp{ EE go. aj 
(9.8.20) 
(参看 文献 [6]). 
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9.9 MARHE RARAN He 


众所周知 so, MRE A 很 大 时 , IPT RH RIE He 
A 线性 地 变化 ， 当 A US (ARENAN), OE ， 
急剧 增加 ( 见 四 9.9. 才 ,对 于 A< Ao RIRE, Hh Ao I A Bii 
界 值 ,由 于 误差 如 相当 大 , 以 致 信号 无 法 从 噪声 中 区 分 出 来 . R 
PIF 4e( 或 者 是 。 相对 应 的 值 so) W, E TTE, 锁 相 环 
路 不 再 是 一 个 有 效 解 调 器 了 ， 我 们 将 通过 描述 距 周 对 于 上 的 
方差 所 产生 的 影响 来 解释 这 一 现象 。 先 从 跳 周 发 生 过 程 中 和 了 吕 
周 过 程 后 的 轨 钱 的 性 质 的 描述 车 手 。 对 于 很 小 的 s， 当 环 路 关 
FA EMO, 9 一 2mm ABA, UNSER ee, HAL ELBE 
BRA, CBT RE, M * 增 大 , BRAS 
REMMET, TEE 了 的 邻近 已 穿 过 边界 AD 的 雪线 ( 见 图 
9.9. 罗 ， 在 环 路 的 下 一 次 闭锁 发 生 之 前 继续 穿 过 下 一 个 域 的 边 
Be. 当 NEC) | 增加 时 ,上 述 和 情况 发 生 , WERKIE POLE 


(dB) 





10 20 Ao 30 40 (dB) 


短 时 间 周 期 内 以 oe 的 局 至 


增加 ， FT, 我 们 来 计算 第 


二 次 通过 的 概率 ， 轨 线 在 了 


HEFIR DLS, Re. 


定 的 小 径 上 作 脉 动 ， 丽 此 确 
定 的 路 线 在 时 间 长 度 为 的 
AA ILL AT D. ER 
En AARIA, AE), 
pC) MAD 之 间 的 平均 路 


Ao 从 上 与 边界 距离 为 p 
的 点 通过 边界 的 平均 时 间 工 


HFAA H: 
T= Toarfo [ex bole) ], 


其 中 vo 是 队 原 点 开始 的 平 
均 首 次 离 出 时 间 , 它 由 (9.8. 
20) Raw, o ARNE E 
E RAIHI EALER CG TR AS fs 
为 站 ， 所 以 ,在 此 长 为 各 的 
时 间 内 通过 OD 的 概率 由 下 
Aih: 
p=l-et", 
Ain Bor AeA 
Rf A 
f i 一 ? -2 
To To 


最 后 ,我 们 对 EQ) MIRA 





tT 








图 3.9.8 AMA SM 


e2ZTee 


DFAT ALR RG PTL. Fe 
E O KABARIR EER SHE EC OLE N K 
He. (i) AS IO 0K, 其 中 
K 是 (9.8.20) 式 中 指数 前 面 的 因子 ; dH 多 从 一 个 边界 到 下 
一 个 边界 所 产生 的 增 量 ， 在 第 % 条 带 形 区 域 中 ,&(f) won8， 
Hed op DERE, YE RAM, AFART 0.710) eH 
项 sing WR, Rit, MERE.) ~ (0.7.16) Mew 
mee Ge ET ARMENIAN Soom, MIER nA 
城中 吸收 时 间 近 似 等 于 2an / FE, AI EE) Stns, BELA 
ALS EO) 的 方差 所 产生 的 影响 为 | 
EG 2| 4rrot dr (sot 8)p 


二 4dr > (wo 十 nS)npe ™//K | +28 


= Bae {aot (to+S)p 
+e ve(2— e pop E (1—67)? 
+ pSer*" Kite) (Ao) — 1} +28, 
其 中 为 (9.8.20) 式 中 的 指数 . 式 中 的 项 2 EC) WH. E 
是 大 (9.7.18) 式 和 (9.7.14) 式 关 于 原点 的 线性 化 中 获得 的 ， 图 
9.9.1 给 出 了 对 数 尺 度 的 IË 与 e 的 关系 曲线 呈 , 








， 第 十 章 经 典 力学 和 微分 方 各 
”中 的 才干 论题 O 


10. 1 MRSS WE, 刘 维 尔 方 程 , WUE, 
HEKI, FEED YPE DUIN SEIA ERG 


设 Q 一 (gz, -…， HRA REBT LAE, P= Cpu oy 
POT 为 系统 的 动量 和 失 ， 俱 定 恋 宗 统 的 势能 是 PC(q), 于 是 函数 
H(p, -ip 64V(q) A11) 


茧 是 这 一 系 交 的 总 能 量 ， 其 中 H ARR MRA, 哈密 
WANT RAMA WEF Ee), . 
OH p 2B 
P -本 Mm å Op. 
pCO)=po, 20) go 404.2) 
ZD, a, i) ARAN [E Œ D ZEMI EE A RR EHE, 由 
C10.1.2) 式 可 得 
aD _@D,, aD, aD 
“Bap Bt aq It aH 
0H: aD _ ƏH aD 8D. 





表达 式 H, D} PONINES. 刘 维 名 定理 断言 4D/dt 一 0, fa 
TE HE Day A EAE ERE SEA 


2481; 


2D 1H, D}. (10.1.3) 


ATURE, 通过 观察 , 我 们 注意 到 在 给 定点 (Pp，9) 上 的 
REX D, d) 是 相 空间 ， RITA DA HARASS 
E, 把 O, D 看 作 是 P, a, t) 的 症 数 .由 (0.14.2) 式 丁 计 
算出 (D, å) 的 散 度 ， o 
wip paya PH OH 
div(P, q) -p$ 3) iran Koa) 
=f 
显然 ,对 于 相 空间 中 任 一 体积 元 ,有 
f Daiv(p, &dpå --4{ papeq a, 


dt 
这 样 刘 维 尔 定 理 就 得 到 了 。 

从 刘 维尔 定理 可 得 出 一 个 明显 的 结论 如 下 : 设 ae) 是 由 
(10.1.2) 式 所 定义 的 变换 族 , 即 

(pit), a) =T Do, Go). 
BR, TO 是 ' 相 空间 ”>“ 相 空间 ”的 一 个 变换 族 ， 由 常 微分 方 
an 性 定理 可 知 , TO) Æi. 刘 维 尔 定 理 
TO 在 相 空间 中 是 保持 体积 不 变 的 ， 还 可 证 明 , TO) 对 

生意 和 于 2n 维 空间 内 的 曲 醒 面积 也 保持 不 am, # B 曲面 
I. 





H(p, a) E, 
SBMS PME RA DEARA. TEATRA 
的 测度 [ 即 《2% 一 全 2A eR a Tf Te AA] 如 下 给 出 ， 


(A) = f, (VH| a8, 


[ 注 ] macs f diviB, papag= -全 | Dapdg, ER —-#ANE 
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其 中 iva (2y EF], 
a8 RAET 的 而 积 元 ， 
根据 刘 维 尔 定理 , 可 得 
uT GJA) =p A). 

不 失 一 般 性 , 我 们 假定 p(T) =I, HMK (Poincard) 循环 定 再 
是 这 样 铺 述 的， 和 如果 ACI H p(4)>>0， 风 对 几乎 所有 的 点 
YE 4, 存 在 一 个 任意 大 的 志 TO) YEA, AENA- EZ 
前 , 我 们 先 把 它 与 气体 分 于 运动 沦 及 经 典 热 力学 联系 起 来 ， 热 
力学 第 二 定律 告诉 我 们 ;“ 热 不 能 由 其 本 身 从 较 冷 的 物体 传递 到 
SRK, "REE HARRODS”, 例如 ,考察 
一 个 密封 的 盒子 , 里 全 没有 任何 气体 ; LOE RE — FO 
气体 的 小 球 , 它 在 菜 一 时 劾 在 盒 中 的 一 给 定 的 转角 处 爆裂 ， i 
照 热力 学 第 二 定律 , 即 气体 膨胀 是 一 个 不 可 道 过 程 , 所 以 盒 中 这 
一 部 位 气体 的 病 低 于 及 胀 气体 的 炳 ， 朋 加 药 定理 导致 了 下 列 策 
EF (Zermelo) #10, MBP UN, 由 十 气体 萌 运 动 是 由 系统 
(10.1.2) 决 定 的 , 而 该 系统 在 这 种 情况 下 是 一 保守 系统 , HELE 
定理 理 池 着 谈 系 统 在 有 限时 间 区 间 内 将 任意 接近 它 的 初始 状 
S. KORE SADE ERATAN, WREST R 
CRIED CEPA SAE LE TIT), SP GCE 
JH RE AE AE SE SN 10% 以内, 面 系统 速度 
的 变化 在 分 子 速 度 的 0.2% 以 内 ， ARMOR EAL, 这 
RH LO 个 分 子 ， 它 们 以 500 米 /种 的 速度 运动 。 分 
拷问 的 平均 距离 为 (10 -Ye 一 10-8 厌 米 数量 级 ， 在 标准 条 件 
下 , 每 个 分 子 每 秒 大 约 要 受到 二 x 10? KEW, 从而, 碰撞 的 总 次 


数 为 4x10" x 10!8 
oa SR 2 x10 次 / 秒 ， 
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AEWA UA KI, RAE EER 10-7 厘米 数量 
级 ， 市 速度 的 变化 应 不 超过 工 米 / 秒 ,， 系 统 循环 的 时 间 不 需要 
小 于 所 有 分 了 到 所 有 可 能 的 速度 所 需要 的 时 间 ， 所 有 可 能 速 席 
是 这 样 了 解 的 : 西 个 速度 是 不 同 前 , 如 果 建 度 的 至 少 一 本 耸 量 相 
其 至 少 1 米 / 秘 ， 同 为 系统 具有 102 个 务 子 ， 第 一 个 分 子 的 妹 
度 具 有 0 到 + 一 500 x10 R/S WARE, 第 二 个 分 子 可 
雇 具 有 介 于 0 到 (? 一 只 二 之 徊 的 记 有 速度 ,其 中 和 s 是 第 一 -个 
AFTREE, 赔 样 ， 第 三 个 分 子 可 以 共有 介 于 0 到 《名 一 垢 ~ 
?二 之 加 移 记 有 速度 ， 其 中 os I 44} FS, A 
JEA n HARE, 所 有 可 能 的 组 全 个 数 汶 i 7 


ee ie n nage tas"! a < 
N= (g fo TAN 8 wif ” ida ae 
a (oo tee cil pa ' ` 


9 a dons 


| -{2 2 ann st 
remsy f 

Heth o 500x 10, 2 =109, [8(n—1)] 1 LBB oT ons (et). 
FN pale eR}, ARE BRE A, OTe 
Jar 7a OY 6 G1 Se BE E A N/a, ee I E A 
A, RR Oe ES hla 
Pt, DURES RE AR AST OO 

SER ERMA, 上 述 这 个 计算 公式 并 不 反应 由 特 定 
邻 域 中队 宛 再 现 和 的 可 能 性 ， 这 一 情况 可 也 在 一 个 单独 的 朋 加 蒋 
循环 中 多 次 出 现 ， 这 会 使 得 在 韦 始 虐 离 的 近似 地 循环 的 斯 望 冉 
‘PE BSS HORS WEA (Loschmidt) H 
PAE AAR. 他 说 : EPER ee Fe 
律 的 对 称 性 , 从 统计 力学 观点 来 看 , 记 有 分 子 过 程 是 可 道 的 : ;这 
COPEN RCH: un ARN eR a 
2M. 








最 然 与 热力 学 第 二 定律 相 矛 捕 。 基于 布朗 运动 的 概念 ， 斯 莫 路 
De AR T A EOKR AAS PHE e (S Ay 10.1.4~ 
10:31.12), 


ATE BME, RNEER 
Am AN F Way NEA, 
HTT), BR P-P). 于 是 可 得 
Ks) nate 9) Th na PIs 


BAT wn) =f DC TE nada), 


令 vmf, 下 -ranle 
可 以 看 到 r) RENEA, 由 归纳 法 可 得 
H Ana) = Pani Ea FVat, (ro =1) EE], (40.1.4). 
在 (10.1.4) 式 的 十 明 过 程 中 ,我们 把 对 的 测度 不 变性 的 性 质 用 : 
到 下 列 等 式 , 即 
f, È na Pi da) =f TE -ra dard. 


Auk, > i Ars? =1 —y— (一 Vast). | 
因为 序列 n) BIA, MR, 因此 有 vam Yn, BF 
以 ， - . 
| 2 An) sl-n=u{A). E 

SRRA 中 所 有 这 样 的 点 7 组 成 的 集合 , 使 得 公有 有 限 个 

点 ZE4 其 四 
= UJ By, 
RTI 
{1 原文 为 (dg) han oe beat 疑 误 一 一 译 者 注 
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其 中 B={yeAlP yea, WHA nk, $ TT, 由 上 述 讨 
论 便 得 (By) =0， 所 以 ,wtB) = 0, Ae PLP YEA, 
E A HFE FIR {Ty}, ORAS oF ie OH 
BAO OSE Br RR, (he TA oe BE SE BE, 以 下 
JMR Tete, 


习题 10.1.1 


考 虞 天 体积 中 他 含 大 量 粒 子 处 于 平 宛 状态 ， 令 4 为 其 中 的 体积 元 ， 假 
TRAE RE) r 系统 地 观察 ， 中 所 包含 的 粒子 个 数 ,众所周知 [sa 
在 了 中 所 观察 到 的 粒子 个 数 的 频率 服从 泊 格 分 布 ， 

O HERAA TH, 考虑 包含 在 2 中 的 粒子 数 * 和 mm， 仿照 斯 莫 路 
苏 斯 基 的 理论 , TEATRE: (D 单个 粒子 的 送 动 不 相互 影响 ,并 且 彼 
此 独立 ; (3) t 中 所 有 粒子 的 位 置 都 具有 同样 的 先 验 概率 ， 在 长 为 了 的 一 
段 时 间 过 程 中 ,w 内 任 一 地 方 的 粒子 高 出 人 的 概率 定义 为 后 效 概 率 卫 ， 设 
XO AERE tite 中 的 粒子 个 数 ， 证 明 XG) 是 二 项 变量 BG, P) 





RE SOP) 之 差 ， 即 PAG+2) = m| XQ =n)= PB, P)— 
SUP) =n-m GE oh, FINA 了 观察 到 ”个 粒子 的 条 件 下 在 时 间 t 十 . 


省 观察 到 m 个 粒子 的 概率 )， S4=XG47)-X@. 证 明 Bd EO 

X@ =n) =(—n)P UK EB, nP- Pt way P+ oP, KE 

Sty) REA, 便 得 到 EEA=@—-ESW))P-0  . 
EE,?=PPE@—-S@))? -ES w= ESO) TP=2P, 


0.4.5), 


Gi) WH XG) 进行 长 时 间 的 观察 从 RB, 各 的 简单 估计 可 得 到 对 后 
AAE 了 的 实验 测定 ,并 把 © BR YAM P ARRE. ER: 如 果 
在 一 相距 为 二 的 两 个 时 刻 记 观察 到 的 个 数 互 不 相关 , WN P=1, 因而， 
EEP =E En, 其 中 Sav) 和 S2@) Fea 
T, 





习题 10.1.2 
在 -方块 区 域 中 , BS OT ERR EXER AT 











ALE phe 





E= o/a, 其 中 ”是 行人 的 平均 速度 , + LATA I, 4 是 方块 的 
Wik. AURRERA GERA tD.1.1) 来 知 算 妈 并 与 缮 计数 
TERUS, 





习题 10.1.8 
证 明 在 斯 莫 路 苏 斯 基 理 论 中 ， (m m) OR PSC: 
. PEO =) P(X E44) — XG) | =A) 
SEJA 10.1.0, 


sm diùid 
es FA PS a Hv A ARE FS op BY a], BO 
T,= 3 PEXG +j) =, j= b vey ROL, AXG the Ha), 
PSE SATE ARAB TAF BET On RI 
B= p>} bce PL ACH 4) a, iel el E XI =H], 


T 
导出 公式 T= I PKG =n] RD =a) 
和 . 
1- Pa) =n) 
PB) = 





= Ta (10.1.6) 


汪 明 当 $= 1.428, P= 人 .374 Why Ox 10%, 将 在 此 情况 下 观察 到 的 人 m) 
的 频率 表 10.1.1 与 (10,1. 命 式 作 一 比较 ， 


æ 10.1.1 
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习题 10.1.5 
用 习题 功 ,1.4 的 结 ERREKETEEN. 





fri 


习题 10.1.6 


SEI RATE A PEER) (Svedberg, 1012) 观察 基础 上 
H RULE (Westeren™), 1918) a}-F SF Se Bs ARRET STU E. 
oi dB ee AE ee RS AT AAR ES 
进行 了 观察 ,这些 观察 是 在 相距 为 5 的 定 党 时刻. 上 进行 的 ， 假 定 we lB, 
那么 , REREAD. AP RAR 

OE o RP 
| mp ran * | | 
© 证 明 这 样 -- 科 布朗 粒子 , BENE i= 位 于 给 定 体积 元 OOS 

EEDA EAk, MER =r 则 在 ?外 部 , 其 概率 分 布 为 . 
其 中 mses yo a0? 在 "中 活动 ， Pa= a Yo a2)? 在 vt 的 补 集 洲 中 活 
动 ，Q0.1. 仆 式 求 得 的 呈 与 (10.1. 候 作 一 比较 如 下 。 

GD ER: wR o 是 宽度 流产 的 长 方 体 ， ue 














P=1- zfs etde} Wa (l-e) (10.1.8) 
其 由 a= paw Ds. ante g 
Ciii》 证 明 ; 如 果 。 RPE r EIE, 那么 
. Pee I N ay tI - 0.1.9) 
其 中 c= /2/ Dr, h 和 五 为 虚 自 变量 的 风 骞 前 湘 数 Cbs) 已 被 
Ale TASAR 


习题 10.1.7 


# 10.3.2 是 习题 10.1.66) 中 长 方 体内 威 仁 挫 伦 观察 的 采样 值 
Hp, 各 个 物理 参数 分 别 为 :8 一 6.56p, D=3, 06 x 108, v=1.39 F, T= 
290.0K, a=49.5 pm ff v=1.428, 
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# 10.1.2 





Zliriiriozg22111239230000001 
PoG8ide02i1132233453842212183 246 
22108282123 22282222 88288 
42e 7 





O 由 表 10.1.2 可 着 出 Stv) CTA AVE RAT ASE » 
的 观察 频数 ， 实 验 中 的 观察 频数 见 表 二 .1.3。 为 了 与 表 10.1.3 作 比 较 ， 
HETET SO. 428) aA, 计算 出 表 区 ,1.3 的 均值 与 方差 着 且 与 
w= 1,428 进行 比较 。 








10.1.8 
R 0 1 2 3 4 5 6 .7 
mo å g 381  5ö8 857 i15 67 28 5 名 


Gi) 对 于 各 个 7 信和 {如 7=T=1.39 种 , T= 2r BRD, FE 1001.2, 计 
ABEL, FPR 0.1.9) 式 的 计算 及 了 二 上 是 nd 的 计算 给 出 曲线 
P=P(s), 


se 10.1.4 


1.50 3.00 4.50 6.00 了 .50 









T(E) 





1.512 1.718 1.939 





0.836 1-200 


Gil) YF SM 10.1.6) MERA, 10.2.4 Fn 7 
Be, Hr =10.0n, a=63. 5pm, T=200K, D= 3.024% 10°? A] v= 
1.983, #238 (10.1.9) AAH PHB Peio 并 根据 表 10.1.4 5H P 
HWE Pon 254 RE ASR RT Be P(r), 


习题 10.1.8 
EBR DS=kT/6uan=RL/6Nan, RM 20.1.6Gi) AZM Kie 
PRN A RYS SEEN, 
‘209. 


习题 101.9 
AERE 
P( XG+ =s XH = [PLB in, P) -8&(vP) =0) 
= gF 3(; Pte a =W., 
首先 证 明 : 当 130 H POR, A 
Wn=1- (m+ WP OCP, 





EKEN 
PaP G+ 4 An Wn) 
= f1l— O EPL APD] PCA, 
BU A PC4t) =O0C4), 最 后 证 明 当 70 BY (10.1.7) AA T PO) 
=O 8), 并 对 出 现 的 矛盾 解释 之 。 


Jg 0.1.10 


运用 习题 3. 了 .2 来 解决 习题 10.1.9 HAP, HFHH Ao 
时 有 Pd) = P,4t4-0(4)?, 于 是 运用 (10.1.10) 式 可 得 到 
Pali) =expl ~ (n-+v) Pat] (+o) Po 


























= _ i : 
m Tas f aO dbo 
oomo o- +4 1— PCS) =) a 


. “@tyyPy PEUR * 
(S6U0.LDR), ARE, HT, GRID, GHD 58 
10.1.5 Pane ee E ITIER. 








10.1.5. 
tt i 2 8 4 
TAR E) 1.67 1.50 1.37 1.25 1.28 
MSE LES 6.08 3.13 4.11 7,85 18.6 
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习题 10.4.11 


PN 表示 最 初 位 于 ? 内 部 且 其 省 圳 克 斯 韦 速 度 分 布 的 粒子 在 时 间 
d ZATA o 中 离 出 的 概率 ， 这 就 是 当 分 子 深度 为 lo mt, AFERA A . 
内 撞击 的 内 表面 的 粒子 的 个 数 ， 很 据 熟 知 的 气体 分 子 运 动 理论 可 知 , 当 
粒子 的 速度 在 [ul 与 ful + alu] 之 闻 峙 ,在 与 国体 表面 法 向 成 & 角 的 立体 
Ada 的 单位 国体 表面 上 , 每 单位 时 间接 击 的 分 子 个 数 为 


ia Tae ye exp [He | lu eos 9 dadlu], 


HS Na FRE, NESE Ra 可 得 
of kat Ni 
Par Sv) 
其 中 5 为 8 的 全 部 表 商 和 ， TEH r AAD n~e 时 有 
T= (Zen 
c CEE 


n (2am. yas PIS) =n) 
ginte) P(S@) =n) 


-六 es 


(参看 习题 10.1.1, AMAIA AS, 在 半径 为 4 的 球 订 中， 氧 分 
TERRE SEE 19%, PSUR RAS to E We T= 300 


K, v=3x 10" x Fae, Spe BOER 10.1.6, 





6,= 











# 10.1.6 
a( EK) 1 5x10% 8x10%8 号 X5X105 . 1x10 
a(t) aac 1063 108 1 | 1 
习题 10.4 12 
RRR PEAR. 


ERREEN ENS, TED FRCPC Pp 17 WTR, 循环 
玫 均 时 间 为 We RA y= 1.55, H e= i rit, M S500 , 000 4E, i 





#2910 

















13 10.1.6, 证 明 在 齐 订 了 工 =300 玖 再 >=3x100cm- 的 情况 下 ,半径 a 
5x 10 em 的 球体 中 的 氧 ,状态 的 循环 平均 时 间 是 @@> 10% 秒 一 3.17 
x 10 年 ,其 中 (o—y)/v= 0.010%), 试 按 热 力学 第 二 定律 来 解释 这 个 
结果 l 


10.2 MARE 


刘 维 尔 方程 (40. 工 . 劝 是 用 一 阶 偏 微分 方程 来 描述 经 典 力学 
的 一 个 例子 ， 它 等 价 于 系统 (10.1.1)， 而 且 是 线性 的 ， 经 典 力 
学 的 另 一 种 表示 是 哈 刻 顿 - 雅 可 光 给 出 的 一 舱 非 线性 仿 微 分 方 
程 ， 令 


s= i Lat, (10.2.1) 
其 中 工 为 系统 (10.1.1) 的 拉 格 朗 晶 算 子 , 即 


L=T(p, 9)—V(q), 
其 中 全 是 系统 的 动能 ,F (a) 是 系统 的 势能 . 


Be S RARE. 由 于 
ab _ 
ie 
所 以 ,有 
dS —pdq; ae (10.2.2). 


从 而 ,把 日 看 作 是 及 的 函数 有 


„dag _ as 8 ne 
~ -一 十 外 +p å, 
Hy (10.2.1), 可 得 
as 
öt =L, 
Rit = L-p-g=~H@, q). 


P: « 


‘wi othe st 


(10.2, DATA 

. p=v,8, 
as |, , 
-ar t HWS, a) =0, (10.2.8) 


非 线性 方程 (0.2.3) 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ， 它 等 价 于 方程 
QOLDI, 一 阶 偏 征 分 方程 的 一 般 理论 表明 ， 偏 微分 方程 与 
一 党 微分 方程 组 等 价 。 Bx (es, …, we), Le P= vue), 
于 是 一 阶 储 微分 方程 即 可 写成 这 样 的 形式 : 
P(x, u, 区 一 0， (10.2.4) 
其 中 (x) 是 未 知 函 数 ， 方 程 (10.2.4) 的 初 值 问 题 是 措 要 找 
一 个 解 w(x), 使 得 在 给 定 的 n 一 1 维 戎 面 荆 上 ， 解 取 一 预先 给 
定 的 什 
u(x) =p(X) EEL, (10.2.5) 
BE tels …， te) ET EMSC T Eh x 
x(t) 确定 ] ,那么 ,在 工 上 一 定 有 


其 中 (BE) -2 Gad e mjel ont). 


Əl; 


H (10.2.8 R~ (10.2.6) 式 我 们 在 T ER Pet), HE 
问题 (10.2,4 和 (10.2. 本 式 等 价 于 下 列 特征 常 微分 方程 组 





LX yF ` (0.2.7) 
-æ (2E pry, *) (10.2.8) 
2 py,F, (10.2.9) 


其 中 s 是 一 参数 (例如 表示 时 间 ). 





Fi 0.2.7) Fi 0.2.8) 在 3 一 0 MR A r EE 
任意 一 点 秆 米 给 定 ， 如 果 设 = eft) 是 夏 上 的 在 意 一 点 , 那 
公信 

EB lao=Xo(t), Plo P(t), lizo p(Xo(t)), 
其 中 p(t) Wi 3H ate x(t) oR My HE (10.2.4) ~ (40.2.6) 得 
到 ， 因 此 , u(x) 可 沿 着 方程 (10.2.7) (20.2.9) 的 每 条 特征 
HARMEET, . 


习题 10.2.1 


SAE AIR a ETL Ee. A A, 
LR Pa LR RI T EA? 


习题 10.2.2 


设 一 个 质点 在 力 的 势 场 中 移动 。 写 出 撕 述 该 质点 运动 的 牛顿 运动 方 
程 , 刘 维 尔 方 程 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 .在 方程 由 引入 动 摩擦 ( 摩 掠 二 -.Bv， 
其 中 了 是 速度 , B 是 摩擦 系数 )， 在 方程 中 再 引入 一 与 时 间 有 关 的 分 力 , B 
定 质 点 具 直 一 个 静 出 荷 , 并 且 假 定 除了 和 劳 场 以 外 还 有 一 个 磁场 Blq, 人 ,其 
中 是 质点 的 坐标 (磁力 =y%XxB， 其 由 小 是 常数 }。 再 假定 刘 维 录 方 程 
PSY DBE Ele Do, a, O=- 4 一 40)]. 





习题 10.2.3 


写 出 有 阻尼 谐振 
+ pa tw r= 
的 刘 维 尔 方程 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 并 解 之 。 


10.3 畏 较 型 和 抛物 型 偏 微分 方程 
Hrem, 0, ee) RAF RR OCH 且 有 其 有 光滑 边界 
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89 ARER. ATIRE mi Ser, B 
-25 u(x), 
并 且 我 们 将 采 jm TÆ, 
att = tf 
a= Do oe 7 
假定 a(x), P(X) Al o(X), i jel, 2, e, n, EERE O= 


9Ua AHR BR. WRN Et A EER MURE EA, 
有 

















B(x, =a (“EE #0, 
那么 , RAT 
Tu =a (x) uw (K) +0'(x) u(x) +0(x) u(x) 
HOLM. 如 果 存 在 一 个 正常 数 8， 使 得 对 所 有 的 XE 以 
RECRE, AEG, >8|t#|?， 那 么 ， 称 算 子 工 是 一 致 椭 加 型 
的 ， 众 所 周知 , 如 果 工 是 一 致 糊 贺 型 的 , BE O AE ex) <0, 
那么 方程 


Iu(x)=f(x), Qt (10.3.1) 
AA RR ME COO, 
a(x)u(x) + A(x) SE a o(x), (10.3.2) 


Hh a(x), 8x) M p(x) ALARINA H +80, 
4 f(x)-OM, 对 于 边 值 问题 (10.8.1) M 0.8.2) 存在 一 个 
格林 函数 , 也 就 是 说 有 这 样 一 个 对 于 XEO, 了 E89 AERA 
eG Cx, 了 ,使 得 边 值 问 题 的 解 出 下 式 给 出 : 8 


u(x)=| ax, yoy) dS. 


BAN, MERER Q= {ab PP} ft, b= A= 07/0 +O OY’, 
那么 


+285 - 





al _ Í ns o G 
orb rN a 
HH r= prog fi y=psing, Ri 
_ Rp. 
Ga, y, È, DB 
其 中 上 = Reos 和 ?= Banbg (E, n) E80. 


习题 10.8.1 

求 下 列 问题 的 格林 函 束 : 在 R 中 
4u=0, E |x) <8 h, 
v=, 在 || 二 








[T 
à 


习题 10.3.3 
RER- 440, 在 和 > 人 中 ， 
G=—p, 在 zn 一 0 上 
Aang, 其 中 天 = Gen … Tn), 
习题 10.8.8 
试用 分 离 变量 法 , 即 
ato, = È RAPD) 
来 解 问题 As=0, HE vty? R? p, 
w= 加 EPER E, 





习题 10.3.4 B 
有 求 癌 题 和 = 中 #r<e ty <BR, 
u=m, EH = Eo 
u=o, Ea ty R E 
ERRAN, 
+296 > 





3M 10.3.5 


求 问题 4itou=0, EPH ER? 中 ， 
u=, EPH =R E 
RHES, 其 中 c= 常数 . 





设 Le 由 方程 (10.3; 才 0 定义， 如果 对 于 全 中 每 一 对 泡 背 务 
Hu Hv, 而 且 在 边界 OO LB u0-0,8 4 


| ulodx=| v Lud, (10.3.3: 
o o nye 


HPD AIWRERT, RNR LAL IS Gok) sea MF 
运用 分 部 积分 法 ( 即 利用 散 度 定理 )， 可 看 到 
Du= [a(x jux] 4) — ESTEE TESES 
uLo Dw lun) (uwy (uw) buh 
=divP, 
其 中 = (Pt, e, Be)? FA 
Pix aun, — auw 一 人 + biuw, 
这 里 , 我 们 用 到 aa" 这 个 事实 ， 于 是 有 
f Tule — u L'u] afa - Tal onma) 
4G at) yur] dB, =0, 
7 (10.8.4) 
其 中 v= (pt, oe, OTER BO 的 外 法 向 . 由 于 假定 在 边界 2a 
上 w=0 一 0, 所 以 可 推出 0.3.4) 式 中 的 最 后 一 步 等 式 。 
MRE 62 b v0 m urt BAG 


297+ 


| Iwori] ua” pt, OO, | u È as, 
a ao 20 


(10.3.5) 
其 中 方向 导数 
Bo a sa 


称 为 + HSM, M oy 一 84( 克 罗 内 亮 3) 时, 便 有 ， 


习题 10.3.6 


当 工 = 了 时 , BA 00.3. ORARAA 


fi [ud viyjax= | [ Sot Sp | aS i 





MEET LEE L=, KONGERS. WRTH 
ERRAI Bi 一 Bu -O MA Re Mr, (10.3.3) 式 均 成 
立 , 那么 称 边 值 问题 

2 一 六 在 a 中 ， 
Bomar By =O, 在 30 上 


Je BIRER, 
WSR FF TE AEE A p(x), HEE 
Lp,(x)+ip,(x)=0, 在 如 中 ， 
p(X) =0， 在 8Q E, 
MIRA KET D RREN, eh orcs) 称 为 对 应 于 特征 值 和 的 
特征 序数 . 
HELE HANA, P? 一 定 存在 一 无 限 实 特征 
{AFP {ag}, HY noo 了 时， woo, WR eaS, 则 所 有 特 


a Z906 


征 值 是 非 负 的 ,在 这 种 情况 下 | 
Lu= (a4 (xu) + eK) 
它 的 各 个 特征 两 数 pr,(Xx) 是 正 交 的 , BIS eee BAT 
f pms) Pan (x) dx —0. 
MY 2 FA FE—JE Ty A f), 当 m> 时 ， 就 有 
人 [Fas 一 Scat, (x)? |dx->0, 


le FO) en, (X) dx 
其 中 -0 
h lp (X) |2dx . 


在 此 情况 下 , Ut (al 

lu=f{X), EQ, 

u=0, Eak (10.3.6) 

BAI APE EP ak at h: | 
w(x) = DI ap), 

HIP a, =e, /4,, HR 10.3.6) BY AR BK PRS H: 


oe Pay (XE) Pn, F) 
G(x, y= 5 ——___—__. 
m=" Ae | o (P(e) da 
边 值 问题 Lu=0, 在 ap, 
w=g(X)， 在 60 上 ， 
用 u(x) =U (x) +(x) 


替代 后 , 可 以 简化 为 问题 (10.3.6)， 其 中 GCX) 是 台中 任 一 光 
滑 函 数 , 使 得 在 边界 OQ 上 满足 G(x) 一 g(X), ii U 满足 边 值 条 
W (10.3.6), PRR (x)= LG 如 果 工 是 桶 加 型 
BT, HE, £, 1) >0, 那么 方程 
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ot _ Tum f(x, 8) (10.3.7) 


RARMBAB, Hp LK RR ART i 如 果 对 所 有 (zs 办 
MECE, HEX, E, 个 3>8 上 2， 那么 就 称 方程 (10.3. 人 为 一 
RWB, MRE KR Rx (0, TP) 中 ,方程 (10.3 是 一 致 
抛物 型 的 , 那么 , 具有 初始 条 件 
w(x, 0} = g(x) (10.8.8) 

RFE (10.3.7) AMER. 

HM 10.3.)AM(10.3.2 RAD, EAR 
CAR aR Be 了 (zs y, 四 (8<< 人 站] ,使得 柯 西 问题 的 解 如 下 给 出 ; 


uly, é) -| I(x, 0, y, g(x) dx. 
-| Te sy DFC, D dds 


抛物 型 方程 一 -末了 Wu 


称 为 扩散 方程 或 热传导 方程 ， 冯 也 称 为 扩散 系数 ， AM 
I(x, 8, y, i= [2a D(t—s)] "em 
为 热传导 方程 的 基本 解 ， 基 本 解 满足 方程 
ar 
bi Ye, t>8 
及 初始 条 件 TŒ sy Day), Bs 时 。 
l 习题 10.3.7 
RAR - g a ig Hb team S 


的 基本 解 ， 其 中 Ay bs 和 č HABE 
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习题 10.8.8 


SRO . apy Be oes) = Z | 
的 基本 解 , 其 中 au 和 bw ARB. EAR, 当 tooo BLT, y, 
Noy), Hp rO) RP RRR, REZAN 

PC, Sy F Hel (x, 0, ¥, #-3), 
BASE ws 一 ay 的 情形 . 
习题 10.3.9 . 
BTG, s y Ò 是 问题 
Case, Duce, Dlt Duce, DhE 

HAEE. 
f Tœ, s y, Daya, 
《假定 当 yl hi, 0), l 


HORR }-ARER, HAAKMA OO, 对 于 每 一 
个 下 >0 初始 边 值 问题 


Bt ~ Tum $(x, D, # ax (0, THP, 


u(x, i) =g(x, 8), XE2A, 

aulx, 0) =A(x), FEO S (10.3.9) 
有 了 唯一 解 ， 用 将 换 法 可 将 问题 (10.8.9) 转 化 为 9=0 的 情况 ,此 
时 , 它 就 有 一 个 基本 解 工 (ZX, s y +), 使 得 


u(y, =È T (2,0, y, D ME) dx 


-Jf EE sy OF, 8) dxd, 
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Him, SRB 
gu Fu 


1,t>0, (10.3.10 
TRE Oca, 179, 《 } 
uO, Hud, H=0, t>0, (10.83.11) 
wo, 0)=h(e), 0<a<1 (10.8.1) 


它 的 解 可 通过 分 离 变量 法 求 得 。 令 

ula, = Š Rala)T alt), 
其 中 , 对 每 个 %, 请 数 Raa) 是 方程 (10.3.10) A (10.3. 
Li) BR, 即 

Re D TÒ _ ae 

Ris) Ta an. 
因为 BC0) =0, 所 以 我 们 一 定 有 Raw) = aain dws, 由 于 Ro) 
=0, BPEL A Ag nor, TEE 


nig ig 
+ 


u(a, = È ansin nero 
& i=0, (10. 3. 12) 5h, 必 有 


Ala) 一 5 a, Sn nms, 
n=l. 


所 以 .=2| h(2) sin nore da, 

BEB, WR LR RE £, EE Oy AB CASI 

FH | 

o Pan E) Py) OO" 

ra, y, )= X-i, 
AO 


-其 中 Ay Apn 分 别 是 三 的 特征 值 和 特征 函数 ， 


le GEE 


习题 10.3.10 
RATES ITX, ARE 
I4=G(x}E 
72 I — SR TENE 0.8.9 AEA 
PE, y, D= È Ee, Dea, erm 
其 中 qx, Cx) 是 适当 规范 化 的 ，- 








习题 10.8.4 
TED, RD 是 习题 10.3.10 中 的 函数 , 则 两 数 
viyd= [fT y, Doar 


是 下 列 边 值 问题 的 解 
Loy) = 1, 在 Q 市 ， 
vy 二 E2 E. 


习题 10.53.19 
证 明 ; 如 果 
f e Amde < co 
1 ,, 
则 方程 du «sa ™ q ZEbE) 
rR 


öt Ox? awe 


的 基本 解 工 满 足 : Stoo 时 


Pa y D> . 
| ew dy 


g tsa 





《参看 文献 [124 和 -66])。 


如 果 互 的 系数 是 二 的 有 界 丽 数 ， 一 co-<4< co， 那么 ,问题 
(10.3.9 STAR BMS (x. 0 Bol, O 有 唯一 解 ， 特 别 , 如 


e303 = 


RLI: 无关， 了 和 yg 也 与 无 类， 那么 ， 所 得 到 的 解 与 + 无 


Ed 7a, TH] 


习题 10.3.13 

RAAHEN ， 
oe os a oo 
at xb (8) Ge or’ + ooh + 


ul, Hey H as o 时， 
ule, Hacs H s>- h, 
其 中 0) REFRE, FAA 
Jo 


uta, =K | "ens ds+ Ea 
进行 试验 , 其 中 Af 区， 是 常数 ,4t8) ARERR, 


aJa 





附录 电路 原理 


将 成 电路 的 基本 元 件 是 电阻 器 , 线 图 (感应 的 和 自 感 应 的 )、 电 容器 和 


电源 (直流 电 和 交流 电 )。 我 们 把 电路 中 两 点 之 间 的 电 限 、 电 流 和 电压 
分 别 记 为 Ras Loe PV oy 它们 可 以 是 时 间 上 的 画 数 .。 由 下面 欧姆 定律 姜 





V oot) = Rott) Loot), (4.1) 
如 果 在 0, BSD URE OR MO La HRM, WA 


Vest) Lar Tao 8), . (A.2) 


ORE @ 两 点 之 问 圳 接 一 忠 窒 为 Ca 的 电容 大, BBS 


Im) =C a z Falt), (A. 


B GOC ss (0) RRB LAO. BAP E A ee ce E 








知 , 两 个 感应 元 件 可 通过 感应 电动 势 相互 作用 。 设 两 个 线圈 的 外 感应 系数 
分 别 为 fy 和 了 ERR RRA M, 那么 ， 


Fil = + Mie) 
F(t) = Ladatt) + HL). ce 





Al £SBARE 
sO + 


Hd, AVA 1, 2) RRR AR LO, BRB RS 
TE! Pea he Ad), 
G) EER AHE A ER SE, 
ki -Ehn HS PR Ee ROS TS, 
3,=0, Biers nawdd, 
如果 用 拉 普 拉 斯 变换 语言 言 , 
Lye f soa. 
AZ, BCA. Da DEARA FIE A: 
PO =4G)I®, 
在 (A.D) Ap 2G) =R; E (A.D) Ah OSL EA. 2X8) = 
YC, WR 22) 称 为 a b 两 点 之 问 的 阻抗 算 子 ， 
AR GOSIG 称 为 导 纳 算 子 ， 因此 对 于 《入 .办 A S 芒 
有 关系 式 























I Gr A, 





9 《和 ,4) 式 可 得 











Vi = Isli) + Mle) 
V2) =i + Ms), | 
BREA, 常常 运用 图 上 ,2 符号 ， 振 东山 由 图 A.3 TERR. 


AAA, ama 
J ten Se rea 


Ameti 








mAn 电路 元 件 


- 306: 








BAd 低 通 滤 访 器 


HERBAL, 穿 易 得 到 
(Let B+ ) KO=V (Ð, (a 5) 


_ Cs 
因而 CO Tarr HOTI" 


mR oO) =O H, R=0, 那么 ;由 ALD 式 可 得 
1 
rc ~koos( J +8), 
Ech 6 GFE, RE, o=1/ LE 为 电路 的 振 落 频率 。 
BRAHMS A. dT AR. 
RRE EASES, 容易 得 到 下 列 方程 组 
Lelit Lely+ RI VD <0 





LsTs4 Rls+ 云 -Iò =0, 
Be VG) be, MA, 方程 组 的 解 就 汶 


hame, hearg”, 
b 
其 中 TFT 
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电阻 器 五 上 的 电压 降 为 


V=15R, 
apii 
IFI = || rr 
COR/C) — LRA wl (2L/0) — Law? 
如 果 包 很 小 , 有 
3h 


DATOS RA EA A 
有 微小 的 变化 )， 对 于 高 频率 有 
oe a 
scr sh 


Hee RS RIOR SL, 





索 


Activalion energy 
Amplitude modulation 
Arrhenius law 7 
Asym plotice analysis of SDE 
Asymptotic expansion 
Asym ptotic series 

Atomic migration 
Autocorrelation function 
Avogadro's number 


Backward equation 

Backward integral 

Bandwidth 

Bayes’ formula 

Bincwial variable 

Boltzgman 

Borel—Cantelli lamma 

Borel sets 

Boundary: absorbing, reflesting 

Boundary layer 

Boundary value problem 

Brownian motion 
construction of 





引 


A 


激 话 能 

调幅 

阿尔 海 纳 斯 定律 

随机 微分 方程 的 浙 近 分 析 
渐 近 展开 式 

渐 近 级 数 

原子 迁移 

自 相关 函数 

ERIAS S 


rZ 

波 莱 尔 - 康 特 立 引 悍 
BORA R 

这 界 : 吸收 , 反射 
边界 局 

边 信 问题 

HAZ 

布衣 运动 的 构造 
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Batervorth spectra eR es 


Cc 

Central mit thn srom ”中 心 极限 定理 
Chapman-Kelmogoroy equation 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 
Characteristics equations 特征 方程 
Characteristic function ee TTF BR) BY 
Characteristics 特征 (曲线 ) 
Chebyshev’s inequality PERRE 
Chemical reaction 化 学 反应 
Conductivity 电导 率 
Conductivity tensor - -HStek et 
Conditional distribation ”条件 分 布 
Conditional expectation -条件 期 望 
Conditional probability “条件 概 率 
Correlation coefficient ”相关 系 数 
Corvariance 协 方 a 

of stochastic integrals 随机 积分 的 协 方差 
Critical point ”临界 点 
Cycle slipping Bd 

D 

Density function 密度 函数 

conditional 条 和 件 密度 函数 
Deterministic model 确定 型 模型 
Deterministic system 确定 型 系统 
Diffusion coefficient 扩散 系数 
Difusion equation 扩散 方程 
Diffusion process 扩散 过 程 
Difusion tensor 扩散 张 量 
Diricttet problem ' PETJE i 


«3 


Distribution: conditional 
lnarginal 

Distribution funetion 

Drif: ecefficient 

Dynkin’s equation 


Higenvalues 
Einstein 
Electrical circuit 
Estimator 
Events 
elementary 
independent 
random 
Exit time 
Expectation 
of stochastic integral 


Feynman-Kae formula 
Filter, Kalman-Buey 
for AM 
Filter, low-pass 
Filtering theory 
linear 
nonlinear 
First passage time 
Fitness 
Fokker-Planck equation 


离 出 时 间 
数学 期 户 
第 机 积分 的 数学 期 望 


F 


RRS KAA 

ERS- AREER 
VaR Eos A 
WRAL 

线性 滤波 理论 

非 线 性 滤波 理论 


.首次 通过 时 间 





合理 性 (适应 手 》 
A-BAT 
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Forward equation, see Fokker- 
Planck equation 
Frequency deviation 


Frequency modulation 


Gaussian distribution 
Gaussian process 
Gaussian variable 
Generalized function 
Genetics 


Grean’s funetion 


Haar system 

Hamilton equations 
Hamilton-Jacobi equation 
Hoeterodyning 


Independen; events 
Independent variables 

Inner layer . 

Isothermal atmospheres, law of, 
Ité’s formula 

Iié’s integral 


Killing process 


«BiG 


“前 向 方程 , DURA TERE BT 


Hiii 
调频 


哈 尔 系统 
哈密 顿 方程 

i AE ye 
外 差 作 月 


I 
”独立 事件 


独立 变量 

内 层 

等 温 大 气 , 等温 大 气 定律 
PEAR 

伊 车 积分 


EK 


Kalmogerov’s backward and 


forward equations 
E Imogorov’s equation 
Kalmegoroy’s formula 
Koltogoroy’s ine yaality - 


Kramers, H. A., See also 


Smoluchowski-Kramerg 


Kushner’s equation 


Langervin’s equation 


© Licuvilla’s equation 


Localization principle 
Loschmidt’s paradox 
Lyapunov function 


Markov chain 
Markov process 
Markov property 
strong 
Markov time 
Martingale 
Martingale ineruality 
Maxwellian distribution 
Modulation 
amplitude 
frequency 
phase 
Modulation index 
Momenta 


柯 尔 莫 哥 洛 夫 后 向 与 前 向 方 各 


柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 各 
_ 柯 尔 莫 哥 洛 夫 公式 
柯 尔 莫 如 洛 夫 不 等 式 


克拉 美 , 也 见 斯 莫 路 苏 斯 基 - 克 拉美 


库 西 肉 尔 方 程 


L 


BAZAAR 
刘 维 和 尔 方程 
局 部 化 原理 





WEARS 
李 雅 普 诺 夫 函 数 


M 


马尔 可 去 链 
马尔 可 夫 过 程 
马尔 可 未 性 质 
强 马尔 可 夫 性 质 
马尔 可 类 时 间 
于 

ETIR 
Sr Aa 
调制 

调幅 

调频 

JA 

调制 指数 
5s) 


Nernst—Einstain formula 
Noise: white 

oolorel 
Nonanticipating function 
Normal distribution 
Normal variatle 


Orsgntein-Uhlenheck process 
Outer expansion 


Phase-locked loop 
Poinearé’s theorem 
Potential 

Potential barrier 
Power spectrum. 


Predator—-prey model 


Probability: absolute, formula 


conditicna! 
Probability density function 


of Brownian motion 


Probability distribution function 


Probability measure 


Processor equation 


Random events 


«Bigs 


N 


纳 恩 斯 特 - 爱 因 斯 担 公式 
ARE 
AER 


“ 非 可 料 函 数 


正 态 分 布 
ESEE 


0 
奥 伦 斯 坦 - 乌 伦 贝克 过 各 
外 展开 式 


P 


SA 
AAA ae 

3 

Be 

功率 谱 
捕食 者 -被 捕食 者 模型 
全 概率 公式 

条 件 概 率 


| AER 


A Bh AOE AM 
概率 分 布 函 数 

概率 测度 

处 理 方程 


R 


, 随机 事件 


Random process 
Random signal 
Random variable 
binomial 
Gaussian 
Poisson 
uniform 
Random walk 
Reduced equation 


Sample space 

Separation of variables 

B:gnal 

Signal-to-noise ratio (SNR) 

Singular perturbutions 

Smoluchowski M, 

Smoluchowski equation 

Smoluchowski-Eramers . 
approximation 

Smolucnowski-Kramers equation 

Smoluchowski theory 

Spectral density fuuction 

Stability of SDE 

Steric factor 

Stochastic differential 

Sicchastie differential equations 
linear 

Stochaslic integral 

Stochasti¢ stability 

Siratonovich integral 





随机 过 程 
随机 信号 
项 机 变量 


二 项 随机 变量 


高 斯 随机 变量 
泊 松 随机 变量 
均匀 随机 变量 
随机 谐 动 
简化 方程 


8 


样本 空间 
HETE 

信号 

BERF ERME) 
AREZ 


-斯 莫 路 苏 所 基 


斯 莫 路 苏 斯 基 方程 
re ROE AE E E 


斯 莫 路 苏 斯 基 - 克 拉美 方程 
斯 莫 路 苏 斯 基 理 论 
SE aR 

随机 微分 方程 的 稳定 性 
AERX 

随机 微分 
线性 随机 微分 方程 


随机 积分 
随 祝 稳定 性 
斯 特 拉 赔 诺 维 奇 积分 
“B18 +. 


Bvedberg, Th, 


Transition probability 

of Brownian motion 
Transition probability density 
Transition state 
Transport equation 


Variables, separation of 
Variance 

of stochastic integral 
Variance equation 


Westgren, A. 
Wong -Zakai correction 
Wright—Fisher model 


Zermelo’s paradox 
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FE Be 


T 


转移 概率 
市 朋 运动 的 转移 概率 
转移 概率 密度 


”转移 状态 
”迁移 方程 


Vv 


TEH, 分 离 变量 
方差 

随机 积分 的 方差 
方差 方程 


Ww 
Rikie 
王 - 萨 凯 修正 | 
Wright-Fisher 模型 


Zz 
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